Calcul d’intégrales

Exercice 20.

Calculer les intégrales suivantes :

4 1
a) f(x—Z)sdx b) f\/3y+1dy )
2 0

1
5sin(26)d6 D [ Goopdt
0

O—ta

Indications 20.

Il s’agit de faire des changements de variable simples :

a) Poseru=x—2.

b) Poser u =3y +1.

¢) Poser u=26.

d)

Poser u =2t + 1.

Correction 20.

Correction vidéo m

a)

b)

4
I=f(x—2)5dx
2

On pose u = x — 2. On alors du = dx. La calcul de I'intégrale va de la borne x =2 a x = 4. Ce qui
donne comme bornesenu:deu=2—2=0au=4—2 (caru=x —2).

La formule de changement de variable transforme I'intégrale en x en une intégrales en u. On n’oublie
pas de changer les bornes (les bornes en x sont remplacées par des bornes en u) et aussi 'élément
différentiel (la nouvelle intégrale a pour élément différentiel du).

x=4 u=2
I= f (x—2)°dx = J u® du
x=2 u=0
Cette nouvelle intégrale est beaucoup plus facile a calculer :
uz2 6 Ju=2 6
2 2
I:fusdu:[i] :—:%:3_
6] © 6 3
u=0

1
f1/3y+1dy
0

On poseu=3y+1.0On alors du=3dy etdoncdy = d3—”. Les bornes en x sontdex =0ax =1 et
deviennent en la variable u : deu=1au=4.


http://www.youtube.com/watch?v=07JZKypzCrU
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Posons u = 260, alors du = 2d6 et donc dO = dz_“. O variede 6 =0a 6 = % donc u variedeu=0 a

_
u—z.

_x -z
=3 u=sy

J 5sin(20)d0 = f 5sin(u) d?u = ;[ —cos(u)] zg = g(—cos(g)—(—cos(o))) = g(0+ 1= g

6=0 u=0
1

f(2t+1)3dt

0

Posons u =2t + 1. Donc du = 2dt ou encore dt = %”. tvariedet=0at=1doncuvariedeu=1

au=3.

t=1 u=3
I S 1 ldu_1( 5, 1 _lu—z]”:?’:l(_i+i):1.§:%
(2t+1)3 u3 2 2 2 u=1 4 32 12 4 9 9
t=0 u=1

u=1

l\J

e g 1 2 1 _ : _ .
Onautilisé que 5 =u~, 5 =u" 3 et qu'une primitive de u* est +1 u®T*, ce qui donne pour a = —3:

une primitive de u™ est —%u_z. Si vous préférez vous pouvez dire directement qu'une primitive de

1 11
B est —2

Exercice 21.

Calculer les intégrales suivantes :

a)

b)

1 z
2 4

[ xedx o) [tan(6)d6

0 0

3 2 R

f v/3cos(y)sin(y)dy d) fzeﬁdx

0 1



Indications 21.

Vous pouvez soit reconnaitre une forme u’ f’(u) et utiliser qu'une primitive de la fonction u’(x)f’(u(x)) est
f(u(x))+C, cest la méthode de substitution, C € R ou bien vous pouvez faire un changement de variable.

Correction 21.

Correction vidéo W
La méthode de substitution ou le changement de variable sont des méthodes équivalentes. Choisissez celle
que vous préférez !

a) fol xe*dx

Substitution. On sait que (x2)’ = 2x. Alors xe* est de la forme %u’(x)f’(u(x)) avec u(x) = x? et
f(x) =e* et on obtient
! 2 1 70 1
f xe¥dx = |:—ex ] =—(e—1).
. 20 1o 2
Changement de variable.
On pose u = x2, donc du = 2x dx. Les bornes de x = 0 & x = 1 deviennent des bornes de u = 0 &

u=1. Ainsi : ) )
xX= u=
d 1 = 1
f e xdx=f e“—u=—[e”]zz(1)=—(e—1)

x=0 u=0 2 2 2

b) fog v/ 3cos(y)sin(y)dy

Substitution. On sait que cos’(y) = —sin(y). Alors 4/3 cos(y)sin () est de la forme —+/3u/(y)f'(u(y))
avec u(y) = cos(y) et f (y) = 2y et on obtient

L | Jretyysin(y)dy = [—ﬁ - (cos(y))S/Z]j - —% (o202 = (cos(0))?) = =

Changement de variable. On pose u = 3cos(y), donc du = —3sin(y)dy. Les bornes de y = 0 a
y = 5 deviennent des bornes de u = 3cos(0) =3 a u=3cos(3) =0

y=

=3
- \/3cos(y)sm(y)dy f f——+ f J_du—%[— %] o % % (v3)% = 1/§
) fo% tan(6)do
Substitution. Comme tan(0) = 3% et cos/(6) = —sin(), tan(6) est de la forme u'(0)f (u(B))

cos(0)

avec u(6) = cos(0) et f(6) =1In(0) et on obtient

JZ tan(6)do = [—ln(cos(Q))]s = —In(cos(7t/4)) + In(cos(0)) = —In (%«/ﬁ) = %m(z).
0

Changement de variable. Poser u = cos(9).

d) dx

121/—

Substitution. Comme (/x)" =
et on obtient

zf’ 2f est de la forme u/(x)f’(u(x)) avec u(x) = v/x et f(x) =e*

5 Jx 5
f ¢ dx:[eﬁ] zeﬁ—e.
1 2J/x

Changement de variable. Poser u = /x.

Exercice 22.

Calculer les intégrales suivantes :


http://www.youtube.com/watch?v=RUej6jMp39g

1 1 2 T
a) [ xe*dx b) [y%e?dy ) [In(t)dt d) [6cos(6)do
0 0 1 0

Indications 22.

Il s’agit d’appliquer la formule d’intégration par parties :

b

b
f u(x)v'(x)dx = [uv]s —f u'(x)v(x) dx

a

Correction 22.

Correction vidéo W
Nous allons appliquer la formule d’intégration par parties (IPP) :

b b
J u(x)v'(x)dx = [uv]z —f u'(x)v(x) dx

Pour cela nous allons dire quelle fonction joue le role de u(x) et quelle fonction joue le role de v/(x).

a) fol xeXdx

On pose u(x) = x et v/(x) = e*. Cela donne u/(x) = 1 et v(x) = ¢*. La formule d’intégration par

parties donne :

1 1
I=J xexdx:[xex](l)—J 1-e*dx
0 0

Nous avons fait un progres : le crochet est juste une évaluation a calculer et I'intégrale tout a droite

est facile a calculer (car on connait une primitive de e* qui est ).

I=(1-el—O'eO)—[e"](1)=e—(e—1)=1.

b) fol y2eX dy

On pose u(y) = y? et v/(y) = 2. Cela donne u/(y) = 2y et v(y) = %ezy. La formule d’intégration

par parties donne :

1 1 1
1
J =J y2e2 dy = [ yzezy] J ye¥ dy = Eez—J ye? dy
0 0 0

Ce n’est pas encore fini car il reste encore a calculer 'intégrale J' = f 0 ye?¥ dy. Mais on a quand

méme progresser car J’ est plus facile a calculer que J.

Pour calculer J’ on effectue une seconde intégration par parties, en posant u(y) =y et v/(y) = e?

(etdoncu/(y)=1letv(y)= 2y) Donc

1
J’:f ye? dy
0

1
1,71 1
Zye | — 1-=e2v 4
[2ye] f 2¢ Y

_1o 1,
=3¢ 3L
1, 15
=—e“——(e"—1
2° 4(6 )
1o
=—(e"+1
2 )


http://www.youtube.com/watch?v=C-D8-NNmh8g

Il ne reste plus qu’a reporter la valeur de J’ obtenue pour obtenir la valeur de J :

1 1 1 1
J==e2—J =22 ——(e?+1)==(e?—1)
2 2 4 4
2
) fl In(t)dt

Comment peut-on décider qui est u et qui est v alors qu’il n’y a pas de produit? Il suffit d’écrire
In(t) = In(t) x 1 pour faire apparaitre artificiellement une multiplication. On pose alors u(t) = In(t)
etV (t)=1etdoncu/(t) = % et v(t) = t. On peut maintenant faire une IPP :

2 2 1
f ln(t)dtZ[tln(t)]?—f Z.tde
1 1 t

2
=(21n2—0)—f 1dt
1

=2ln2— [t]f car une primitive de la fonction 1 est t
=2In(2)—(2—1)
=21n(2)—1

d) [, 0cos(0)d6
On pose u(0) = 6 et v/(0) = cos(0). Cela donne u’(0) = 1 et v(0) = sin(0). La formule d’intégration
par parties donne :

T

J ecos(e)dez[esin(e)]g—J sin()d 6
0

0
= O—[—cos(@)];t
=cosm—cos0
=—1-1
=—2

Exercice 23.

4
=24+ B puis calculer f —x21_1 dx.
2

1
x2—1 7 x—1 x+1°

a) Déterminer A et B tels que

x—2 __ Ax+B
(x2+1)(2x+1) — x2+1

b) Déterminer A, B, C tels que

1
C : x—=2
+ Ix+1> PUls calculer f mdx
0

Indications 23.

48 est In[u(x)| + C, C €R.

Une primitive de )

Correction 23.

Correction vidéo m

a) On écrit

A B Alx+1)+B(x—1) Ax+A+Bx—B x(A+B)+A—B

+ e =
x—1 x+1 (x+1)(x—1) x2—1 x2—1



http://www.youtube.com/watch?v=5ORyDi2LXnw

Donc x21_1 = (A+])3C)2’C_+1A_B d’ou 1 = (A+ B)x +A—B et on obtient le systeme suivant pour déterminer
les valeurs de Aet B :
A+B =0 A =-B A =3
— 1
A-B =1 24 =1 B =-1
S D | 1
Ainsi 5 = G- — 20 et donc

4 4 4 4

1 1 1 1 1
Jxz_1dx:J(2(x—1)_2(x+1))dx:J2(x—1)dx_J2(x+1)dx
2 2 2 2

4 4
1 1 1 1 1 4 1 4
= — dx —— dx=—=|Inlx—1||.—=| In|x+1
3 | spen-3 | sy =gl 2k Sl
2 2

= % (In(3)—In(1))— % (In(5)—1In(3)) =In(3) — % In(5).

b) On écrit
AX+B _C _ (Ax+B)2x+1)+C(x*+1) _ 2Ax* +Ax +2Bx +B+Cx*+C
x2+1 2x+1 (x2+1)(2x+1) (x2+1)(2x+1)
_ (2A+C)x*+(A+2B)x+B+C
B (x2+1)(2x +1)
Donc (x2+1)(§x+1) (2A+C();2:1(’)L‘(Zii)lx)+]3+c d’ott x —2 = (2A+ C)x? + (A+ 2B)x + B + C et on obtient

le systeme suivant pour déterminer les valeurs de A,B et C :

2A+C =0 2—4B—-2—B =0 B =0
A+2B =1 = A =1-2B << A =1
B+C =-2 C =—2—B cC =-2
. ) _ 2 .
Ainsi (x2+)lc)(2x+1) - xz):-l ~ oxr1 ©t donc :

! X 2 ! X ! 2
( — )dx= ——dx— dx
(x2+1)(2x+1) o \x2+1 2x+1 o X2+1 o 2x+1

1 1
1 (' 2 2 1
== X _dx— dx = [ In|x*>+1]], —[In]2x +1[];
2 ), x2+1 0 2x+1 2

- %(m(z) —1n(1)) — (In(3) — In(1)) = %m(z) —1n(3).




