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La téléportation quantique permet de transmettre un qubit d’un point A a un point B.

Téléportation

1.1. Principe

Alice posséde un qubit [1p) = a|0) + B |1) et souhaite le transmettre & Bob. C’est possible grace a la
téléportation quantique ! C’est un protocole simple ayant des similarités avec le codage super-dense (voir le

chapitre « Découverte de I'informatique quantique »).

Plus en détails :

Alice posseéde un 1-qubit |¢p) = a|0) + 5 |1).

On a préparé un 2-qubit a I'état de Bell |<I>+> = %(I0.0) +11.1)).

On réalise le 3-qubit |y)) ® |<I>+>.

Alice réalise une mesure partielle (sur les deux premiers qubits) et obtient une information classique

(une paire de bits parmi 0.0, 0.1, 1.0, 1.1).
Bob reconstitue le qubit [1)) & partir de cette information que lui transmet Alice et du troisiéme qubit du
3-qubit.


http://www.youtube.com/watch?v=PxiIF1kiDYA
http://www.youtube.com/watch?v=qYHNrqmu09g
http://www.youtube.com/watch?v=bNrut1nNeV8
http://www.youtube.com/watch?v=fpLTyeJ6Gyw
http://www.youtube.com/watch?v=zdLq1bAG1U0
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Alice

1-qubit [v))

Information
classique
0.0
0.1
1.0
1.1

Mesure partielle

2-qubit |®F)
état de Bell

Reconstitution - |1))

3-qubit
) @ |27)

Bob

Remarques :

o Le qubit est bien « téléporté », c’est-a-dire qu’il est reconstitué par Bob. Ce n’est physiquement pas la
particule originale mais une copie ; seuls deux bits classiques sont envoyés d’Alice a Bob.

» Contrairement au codage super-dense dans lequel Bob obtient a la fin un message d’Alice limité a quatre
possibilités, avec la téléportation quantique Bob obtient d’Alice un qubit |[¢) = a|0) + 3 |1) parmi une
infinité de possibilités car a et # sont des nombres complexes (seulement limités par la contrainte
lal* + B> = 1.

« La téléportation quantique n’est pas un « copier-coller ». En effet, Alice effectue une mesure sur [v)) et
n’a donc plus ce qubit en sa possession en fin de protocole.

» La téléportation quantique n’est pas immédiate (et ne dépasse pas la vitesse de la lumieére) car il faut
qu’Alice transmette a Bob une information classique (deux bits classiques).

 Le point-clé est I'intrication des deux qubits de I’état de Bell qui restent liés malgré la distance.

1.2. Protocole de la téléportation
Détaillons le protocole de téléportation.

1. Alice a un qubit |v)

Information classique
0.0

3-qubit 3. Mesure partielle 0.1
#) =) @ &%) Alice -

1.1
Ip) H A

o) H (+) A o
Action d’une porte
I
X r—
[0) () X )
XZ

2. Préparation 2-qubit |&*)
de létat de Bell  giat de Bell R Bob. .
. Reconstitution

Bob reconstitue le qubit |1))
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Voici les étapes :
1. Alice posséde un qubit |v)). Alice souhaite transmettre a Bob sans se déplacer le 1-qubit [¢)) = a|0)+ S |1).

2. Préparation de Uétat de Bell. L'état de Bell |<I>+> peut étre préparé par une tierce personne. Nous avons
déja vu comment préparer cet état (voir le chapitre « Découverte de I'informatique quantique ») et nous
y reviendrons. A partir de I'état |0.0) on applique le circuit suivant, composé d’une porte de Hadamard,

suivie d’'une porte CNOT :
|0) p—>

0) ———
Le 1-qubit |¢)) réuni avec le 2-qubit |<I>+> réalise le 3-qubit |¢p) = [¢) ® |<I>+>.

&%)

1-qubit |¢p) —
. —— 3-qubit = ® |d"
2-qubit |¢+>{ q ) = 1) | >
3. Mesure partielle d’Alice. Alice réalise une mesure partielle (dite mesure partielle dans la base de Bell,
voir plus loin). Pour cela elle réalise un circuit qui agit uniquement sur les deux premiers qubits de |¢) :
une porte CNOT, suivie d'une porte de Hadamard, suivie de deux mesures (sur les qubits 1 et 2 mais
pas sur le numéro 3).

——{HH A
—o——1A-

Elle obtient deux bits classiques, 0.0, 0.1, 1.0 ou 1.1 selon les mesures. Elle transmet ces deux bits a Bob.

4. Reconstitution du qubit |v)) par Bob. Bob a en main, d’une part le troisiéme qubit de |¢), que I'on note
|¢3), provenant du circuit et la connaissance des deux bits transmis par Alice.
« Cas 0.0, il ne fait rien (autrement dit, il applique I'identité I), il conserve |¢3) qui est en fait [1)).
 Cas 0.1, il applique une porte X a |¢5) et obtient |¢).
 Cas 1.0, il applique une porte Z a |¢3) et obtient ).
 Cas 1.1, il applique une porte X suivie d’'une porte Z a |¢3) et obtient [v)).
Dans tous les cas Bob reconstitue le qubit |¢)) !

2. Calculs

Nous allons effectuer les calculs qui prouvent que la téléportation quantique fonctionne. Cependant pour
comprendre cela en profondeur, il faudra attendre les sections suivantes de ce chapitre.

« Le qubit en possession d’Alice a téléporter est un 1-qubit |} = a|0)+f |1) avec a, B € C et |a|>+|B]*> = 1.
1

« Létat de Bell est |<I>+> = —2(|O.0) +11.1)). C’est un 2-qubit (voir plus loin pour plus de détails).

« Létat total composé de |y) et |<I>+> est le 3-qubit |¢p) = [¢) ® |<I>+> que l'on va calculer :

9) =y) @ |&F)
1 1
— (@l0)+ 1)) (5 00)+— |1.1>)

1
=% (2]0.0.0) + & [0.1.1) + 8 ]1.0.0) + B |1.1.1))



TELEPORTATION QUANTIQUE 4

e La suite du circuit est :

—e—{HHA
—o—1A

Elle ne concerne en fait que les deux premiers qubits de |¢p) et est effectuée par Alice.
— La porte CNOT change I'état du second qubit en fonction de I’état du premier (le troisieme reste
inchangé, par exemple |1.0.0) devient |1.1.0)). Ainsi

N = _1
|¢)_CNOTW)_Vﬁ(amony+am11)+ﬁu10y+ﬂu01n

— Ensuite la porte de Hadamard ne change que I'état du premier qubit. On rappelle que H |0) =
—(10) +11)) et H|1) = Z=(|0) —[1)). Ainsi

|9”)=H|¢’)
_ (e @ P oo- B io-
._¢§(¢§Ko+nony+¢5K0+U11y+¢zno 11.0) + (0 LQD)
= 210.0.0) + 211.0.0) + 2 [0.1.1) + = 1.1.1)
2 2 2 2
+Lro10y-Lii1oy+L001)-L 101y
2 2 2 2

o On regroupe les termes qui ont les deux premiers qubits identiques :

B
2
mlm+gmln

_B
2

11.1.0) + 21111
2

|¢”) = % 10.0.0) + 2 10.0.1)

B

+ =
2

+%HQ® 11.0.1)

_b
2

» On factorise selon les deux premiers qubits :
¢”) = 310.0)(al0) + B 1))
+310.1) (B10) + 1))
+311.0) (a[0) — 1))
+311.1) (=B 0) +a 1))

» La mesure partielle sur les deux premiers qubits conduit (de facon équiprobable) a 0.0 ou 0.1 ou 1.0 ou

1.1. Mais notons que dans tous les cas le troisiéme qubit est presque |v) :

— Si Alice mesure 0.0 alors le troisiéme qubit recu par Bob est déja |[1p) = a|0) + 8 |1). Il le conserve
tel quel (transformation identité I).

— Si Alice mesure 0.1 alors le troisieme qubit regu par Bob est 3 |0) + a|1) et comme il applique ensuite
la transformation X (qui échange |0) et |1)) cela lui fournit |[¢) = a|0) + 3 |1).

— Si Alice mesure 1.0 alors le troisieme qubit recu par Bob est a|0) — |1) et il applique alors la
transformation Z (qui change |1) en —|1) et laisse invariant |0)) cela lui fournit 1) = a|0) + 8 |1).

— Si Alice mesure 1.1 alors le troisiéme qubit recu par Bob est —f3 |0) + a |1) et il applique la transfor-
mation X suivie de Z cela lui fournit encore une fois |y) = a|0) + 8 |1).
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3. Mesure partielle

3.1. Mesure classique d’un 2-qubit

Soit le 2-qubit
[¢) =al0.0) + 1]0.1) + y[1.0) + 5 |1.1)
ot a, B, 7,5 sont des nombres complexes tels que |a|? + |B]? + |y|? + |6]? = 1. Le circuit suivant effectue la

mesure de |v) sur chacun des deux 1-qubits.

A
A

On sait que la mesure donne :
« 0.0 avec la probabilité |a|?,
e 0.1 avec la probabilité |52,
« 1.0 avec la probabilité |y|?,
« 1.1 avec la probabilité |5|?.

3.2. Mesure partielle d’'un 2-qubit
Mesure partielle. On reprend le méme 2-qubit

) = a]0.0) + ]0.1) + 7 |1.0) + 5 |1.1) .

Le circuit suivant effectue la de |1p) sur son premier 1-qubit seulement (on conserve le

second 1-qubit tel quel).

— A=

_—

Question. Si on mesure O sur le premier qubit, que peut-il arriver sur le second qubit?
— A= 0

)

Exemple. Commencons par étudier un exemple :

V2 1 1
) = > |0.0) + > |0.1) + > [1.1)
Si pour le premier qubit on mesure b; = 1, alors le second qubit est nécessairement g, = |1) (qui se
mesurerait en b, = 1). En effet dans |3) on a le terme |1.1) (donc q; = |1) et g, = |1)) mais pas de terme
|1.0) (qui aurait pu donner q; = |1) et g, = |0)).
Si par contre pour le premier qubit on mesure b; = 0, alors comment faire ? On factorise les termes de [1)))
selon le premier qubit :
) =510)-(v210) +11)) + S11)- 1)
On obtient alors que :

e siq; = |0), alors g, est donné par +/2|0) + |1) qu’il faut normaliser en tant que 1-qubit, c’est-a-dire
g, = % |0) + % |1). Une mesure de ce second qubit gq,, sachant que le premier qubit est mesuré a 0,
donnerait 0 avec probabilité 2/3 et 1 avec probabilité 1/3.

» si g; = |1), alors g, = |1), on retrouve bien que si on mesure 1 pour le premier qubit, on mesure
nécessairement 1 pour le second.
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Cas général. Revenons au cas d’'un 2-qubit général :
) = a]0.0) + $]0.1) +7|1.0) + 5 1.1).
On factorise par le premier qubit :

) =10)-(@|0)+B11)) + [1)-(y|0)+511)).

Si on mesure O sur le premier qubit, alors le second qubit est le
normalisé de a |0) + f8 1), c’est donc

a B
—A—~ 0 4o = 0) + 1)
) VIaP 1B VIR + B
—_— ? Si on mesurait ce second qubit, on obtiendrait donc 0 avec pro-
2 2
babilité ﬁ et 1 avec la probabilité |a||2/i|| e

Si on mesure 1 sur le premier qubit alors le second qubit est le
normalisé de y |0) + 6 |1), c’est donc

Y o
— A1 @=———=100+ ——=11)
) VIIPHBE /P rIoP
—_— ? Si on mesurait ce second qubit, on obtiendrait donc 0 avec pro-
ae o yP s |8
babilité E+eE et 1 avec la probabilité TR+

3.3. Mesure partielle d’'un 3-qubit

Le principe est le méme si on effectue la mesure partielle des deux premiers qubits d’un 3-qubit.

— A A=
— A

_ >

Considérons par exemple
[) = % (210.0.0) —[0.0.1) +3]0.1.0) +]0.1.1) —2]1.0.0) +2|1.0.1) + ¥2|1.1.1))
Factorisons ce 3-qubit selon ses deux premiers qubits :
5ly) =10.0)(2[0) —[1)) + [0.1)(310) + 1)) + 2[1.0)(—0) +[1)) + v2]1.1)- 1)

« Sila mesure partielle est 0.0 alors le troisiéme qubit est le normalisé de 2|0)—|1), donc g5 = %(2 |0)—|1)).
Ainsi la mesure du troisiéme qubit, sachant que les deux premiers ont été mesurés en 0.0, donnerait O
avec probabilité 4/5 et 1 avec probabilité 1/5.

» Sila mesure partielle est 0.1 alors le troisieme qubit normalisé est g5 = J%(S |0) + |1)).

 Sila mesure partielle est 1.0 alors le troisieme qubit normalisé est g3 = %(— |0) + [1)).

« Sila mesure partielle est 1.1 alors le troisiéme qubit est g3 = |1). Dans ce cas, la mesure du troisiéme
qubit donnerait toujours 1.
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4. Les états de Bell

4.1. Les quatre états de Bell

Les quatre états de Bell sont les 2-qubits suivants :

+\ — i +\ — L
|o+) = ﬁ(|0.o)+|1.1)) o) 1/§(|o.1)+|1.0))
|o7) = —ﬁ(|o.o)—|1.1)) o) = —ﬁ(|o.1)—|1.o))

On rappelle que |<I>+> est un état intriqué (ce n’est pas le produit de deux 1-qubits). Il en est de méme pour
les trois autres états de Bell.

4.2. Construction

A partir du qubit |0.0) on construit 'état de Bell |<I>+> a l'aide d’'une porte de Hadamard H suivie d’'une porte
CNOT.

|0) '—> |q>+>
|0) &

On construit alors a partir de |<I>+>, les autres états de Bell.

o) ) e T e ) o)

4.3. Base de Bell

On connait déja la des 2-qubits, formée des quatre états :
[0.0) ]0.1) [1.0) |1.1)
Etre une signifie que n'importe quel 2-qubit |1} de norme 1 s’écrit de fagcon unique :
lY) = ]0.0) + $]0.1) +y|1.0) + 5 |1.1)
ol a, 3,7, 5 sont des nombres complexes avec |a|? + |B|% + |y|? +156|> = 1.

Proposition 1.

Les quatre états de Bell \<I>+>, \IJ+>, <I>_>,

signifie que n’importe quel 2-qubit |1)) de norme 1 s’écrit de fagon unique :
[y =o [8F) + B/ |¥*) +7'[67) + 6" [¥7)

avec |2+ B2+ |y |2+ 1612 =1.

\I") forment aussi une base des 2-qubits, appelée . Cela

Comment passer d’une base a une autre? Si [¢)) = o’ |<I>+> +p’ |\Il+> +7v’ \<I>_> + 6’ |\If‘>, alors on substitue
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o),

\I/+>,. .. a laide de I'égalité {<I>+> = iz (10.0) +1.1)), ... Ce qui donne
)=o)+ o) o)+ )

1 / i / L / _ L / _
=—a (|0.0)+|1.1))+ﬁﬂ (|O.1)+|1.0))+ﬁ)’ (]o.0) |1.1))+ﬁ5 (]0.1) —11.0))

V2
1 / / i / / L A Y i r_
_E(a +y)|0.0)+ﬁ(ﬂ +6)|0.1)+ﬁ(ﬁ 5)|1.0)+ﬁ(a Y)[1.1)

Pour le passage dans I'autre sens, on utilise les identités suivantes :

0.0) = Lz (|e*)+|e7))
0.1)=—=(j9) + [v)
1.0) = iz (je)=le7))
|1.1)=i2(|<1>+)—|<1>—))
Par exemple si
1
. |¢)=Euo.m+2|o.1>—3|1.o>—|1.1>)
. 1 + - + - + - + -
) == ((|e7)+|e7))+2(97) + [97)) =3 (|9") = [¥7)) = (|27) ~|27))
1 + + — -
:E(okp )—1|wt)+2(|e7)+5|07))
1 N _ _
= () 2fe) +5[e)

Une autre vision du passage d’une base a une autre est celle des circuits :

—H
Base canonique Base de Bell

N>

C’est-a-dire, le circuit ci-dessus envoie |0.0) sur |<1>+>, |0.1) s’envoie sur |\I’+>, |1.0) s’envoie sur |<I>_>, [1.1)
s’envoie sur \\IJ_>

Pour le circuit ci-dessous, c’est exactement 'inverse : |CI>+> s’envoie sur |0.0), etc.

H—
Base de Bell Base canonique

N\ %
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5. Mesure partielle dans la base de Bell

5.1. Mesure partielle dans une autre base

La téléportation quantique est basée sur une mesure partielle par Alice, qui est en fait une mesure partielle
dans la base Bell.
Une mesure partielle d’'un 3-qubit |¢) dans la base canonique, correspond a la factorisation :

|9) =10.0) - 1p1) +10.1) - [1ho) +[1.0) - [th3) + [1.1) - [1hs)..
Ainsi, si la mesure partielle sur les deux premiers qubits donne 0.0, alors le troisieme qubit est |;), si la
mesure donne 0.1, alors c’est |Y5),...
On peut faire un travail similaire dans la base de Bell, avec la factorisation :

(@) = (@) [wi)+ [0F) - [wy) + [@7) - [wl) + [w7)- [)).
Si la mesure partielle dans la base de Bell correspond a |<I>+> alors le troisiéme qubit est |1,b’1>, etc.
Comment se fait la mesure partielle dans la base de Bell ? A I'aide du circuit utilisé par Alice!

—t{EHAR- b
L T,
?

« Sila mesure donne 0.0 alors les deux premiers qubits de |¢) forment le 2-qubit \@*) et donc le troisieme

qubit de |¢) est |1/)’1>
« Sila mesure donne 0.1 alors les deux premiers qubits de |¢) forment |\I/+> et donc le troisieme qubit est

|v5)-

e etc.

5.2. Calculs de la téléportation quantique

On recommence le calcul de la section 2 qui explique la téléportation quantique, mais cette fois en mettant
en évidence qu’elle est basée sur la mesure partielle de Iétat |¢)) ® |<I>+> dans la base de Bell.
On rappelle :

o le qubit a téléporter est |yp) = a|0) + B |1),

« Détat de Bell est |&F) = —=(]0.0) +[1.1)),

« le 3-qubit composé de |¢)) et |<1>+> est|¢p)=yY)® |<I>+).

lp) =) ® |<I>+>
1
V2
%(al0.0) 10) + @[0.1) - |1) + B[1.0) - |0) + B [1.1) - |1))

sa(je™)+]@7))-10) + za(|oF) +|w7) - 11) + 38 (|¥F) = [¥7))-10) + 38 (|]oF) —|27)) - 11)
=1]8%)(al0)+ 1))
+3 [@)(B10) +al1))

+3|®7)(al0)—B11))
+3|[¥7) (= 0) + al1))

(]0.0.0) + a0.1.1) + $1.0.0) + 3 1.1.1))
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Ainsi, si la mesure partielle dans la base de Bell sur les deux premiers qubits identifie |<I>Jr ), alors le troisiéme
qubit est déja

), sinon Bob n’a qu’a appliquer les transformations X et Z pour reconstituer [v).
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