Vecteurs

Vidéo W partie 2.1. Vecteurs du plan

Vidéo M partie 2.2. Vecteurs de 1l’espace

Nous étudions les vecteurs du plan, de Uespace et en n’importe quelle dimension.

1. Vecteurs du plan

1.1. Opérations sur les vecteurs

- —
Dans le plan, on considere (O, i, j) un repére orthonormé direct. Un U est défini par des coordon-
nées (x, y) € R? par rapport a ce repére. Cela correspond a I'égalité :

— —
U=xi+yj.

On peut aussi noter les coordonnées verticalement :

()

Plusieurs opérations sont définies sur les vecteurs. Soient = (x, y) et vV = (x’, y’) deux vecteurs, et soit
A € R un scalaire.

K de U et V est définie par
T+V=(+x,y+y).
e La A est définie par
AU = (Ax,Ay).
o Le est défini par

0 =(0,0).


http://www.youtube.com/watch?v=otlCEsD3fes
http://www.youtube.com/watch?v=l-961-zdOt8
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e Le de U est défini par
- —
—u =(—x,—y).
Deux vecteurs ¥ et v sont si ¥ = AV (oubien ¥V =A%) pour un certain scalaire A €R .
I AU

1.2. Norme

La d’un vecteur u = (x, y) est définie par

1Tl = /x2+ y2.

La norme mesure la distance entre le point (x, y) € R? et I'origine O = (0, 0).

A
-
u
-
Il
@)
On dira qu’un vecteur est si sa norme vaut 1. Autrement dit, 7 = (x, y) est unitaire si et seulement

si x2 + y2 = 1. Ci-dessous des exemples de vecteurs unitaires.

4y

N
Soit ¥ un vecteur non nul quelconque. La de U est le vecteur unitaire .
i
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1.3. Produit scalaire

Le de deux vecteurs o et V est défini par

R
v
u-V=xx+yy.

Le produit scalaire mesure a quel point deux vecteurs ont la méme direction. On le note aussi (i | V).
Le résultat fondamental est :

Proposition 1.

-V =]Vl cos(0)

oll O est l'angle entre U et V.

<l

Cela entraine :

Proposition 2.
U et V sont deux vecteurs orthogonauux si et seulement si i - vV = 0.

Inversement cette formule permet de calculer 'angle (au signe pres) entre deux vecteurs a I'aide du produit
scalaire : cos(8) = T uLh'H"V T La fonction arccos permet de retrouver un angle (sans son signe), connaissant
son cosinus. Ainsi 'angle 6, en valeur absolue, vaut :

7V
|6] = arccos(ﬁ).
Il vl

Exemple.
Quel est 'angle entre les vecteurs @ = (1,2) et vV = (—1,4)?
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Ona:
e U-V=1x(-1+2x4=7.
o |7 =+12+22=45.
o V= V(-1)2+42=V17.
7

- — — —
e Comme u - v =||u]|||v] cos(8) alors cos 8 = I

e Enfin, 6 = arccos «/E;«/ﬁ ~ (.708 radians. Soit 6 ~ 40,6°. (Attention au choix de I'unité d’angle sur
votre calculatrice !)

Exemple.
Fixons un vecteur 1. On considére le vecteur V qui est obtenu en tournant ¥ d’un angle 6 dans le sens
trigonométrique. On a alors :
7V =@ V]l cos(8).
o Le produit scalaire est donc nul si et seulement si cos 8 = 0, c’est-a-dire lorsque u et V sont orthogo-
naux.
o Le produit scalaire est maximal lorsque cos 6 = 1, c’est-a-dire, ¥ et V sont colinéaires, dirigés dans le
méme sens.
o Le produit scalaire est minimal lorsque cos @ = —1, c’est-a-dire, U et V sont colinéaires, dirigés dans
des sens opposés.
Ci-dessous un vecteur U fixé et le signe du produit scalaire u - vV pour différents vecteurs V.

=l
<
A
o
=
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1.4. Applications

Vecteur normal a une droite.

La droite d’équation ax + by + ¢ = 0 admet pour vecteur directeur le vecteur @ = (—b, a). Ainsi un vecteur
orthogonal & la droite est le vecteur 77 = (a, b) (on parle aussi de « vecteur normal », sans exiger qu'il soit
de norme 1). En effet le produit scalaire de @ et 7 est nul :

-7 =(=b,a) - (a,b)=—ba+ab=0.

0

ax+by+c=0

Une application est le résultat suivant.

Proposition 3.
La distance entre un point A(x,, y4) quelconque et la droite D d’équation ax + by + ¢ = 0 est donnée par :
lax,+ by, +c|

va?+ b?

A

d(A,D) =

D

Démonstration. 1 = (a, b) est un vecteur orthogonal 4 la droite D. Notons H le projeté orthogonal de A sur
la droite. La distance d cherchée est la distance AH. Calculons la valeur absolue du produit scalaire de HA
et 7 de deux manieres :

o d’une part HA et 7 sont colinéaires, donc

|HA- 7| = |HA|| | 7| = d Va2 + b2

o d’autre part, a 'aide des coordonnées :

HA -7 = (XA_xH) . (a) =(xa—xg)a+(ya—yg)b=ax,+bys+c
Ya—JYH b

On a utilisé que H est un point de la droite D donc axy + byy +c¢ =0.
On en déduit que :
_laxa+by,+c]

d
JEiR

Projection orthogonale.

. — , 5s —
Fixons un vecteur u non nul quelconque. Nous pouvons décomposer n’'importe quel vecteur v en deux
parties :

—  —>

:V//+VL

SR

oll v, est colinéaire & U et v] est orthogonal &
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Le vecteur v, est appelé

La preuve découle simplement du fait que dans le triangle rectangle suivant on a AH = ABcos 6.

B
G
A H
Le vecteur v, est alors :
- —
e i S - u-v_
vV, =V V//—V ”a,”zll
Exemple.
Soit i = (3,1). C’est un vecteur de norme || /|| = ¥/10. Soit V = (x, y) un vecteur quelconque. On a :
- —
TR

Vy = U= —|oXx u
/ 10 Y

7112
]l
On pourrait calculer v” a I'aide de la formule vV =v; +v].

— —
On peut aussi considérer u’, un vecteur orthogonal & 7, on a : u’ = (—1, 3). Le projeté orthogonal de V'
—>/
sur u’ est:

L, d-V
v, =——u =—(—x+3y)u
[lu’||2 10

=l

Intensité lumineuse.

L'intensité lumineuse arrivant en P sur un élément de surface est bien siir proportionnelle a I'intensité i,
émise, mais elle dépend aussi de I'angle d’incidence.

Notons :
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—

o { :le vecteur unitaire issu de P dirigé vers la source lumineuse,
e T :le vecteur unitaire orthogonal a la surface élémentaire.

Alors l'intensité lumineuse i recue en P est donnée par :
—
i=igl - T =iycosH.
N ) - —
ol 6O est 'angle entre £ et n.

Exemple.

Considérons un angle d’incidence 6 = 7 = 45°. Alors i = iy cos 7 = i Y2 Pintensité recue est environ

2
70% de T'intensité émise.

2. Vecteurs dans I'espace

2.1. Opérations sur les vecteurs

- - —>
Considérons I'espace R® muni du repére orthonormé direct (O, i, j, k).
- — —
o Un vecteur U de I'espace est un triplet (x, y,z) de nombres réels de sorte que * =xi +y j +zk.

A

o Opérations. Pour © = (x,y,z) et Vv =(x',y’,z) et A€ER:

x x x +x x AX
T+v=|y|+|Y |=|ly+)y Au=Aly|=|2Ay
Z 2’ 242 z Az

 Le produit scalaire est défini par :

- —
u-v

X
=y ||y :xx’+yy’+zz’.
Z
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e Lanorme d’un vecteur © = (x, y,2) se calcule par :
1T = VT -7 =/x2+y2+322

 Deux vecteurs U et v de I'espace sont orthogonaux si et seulement si o - v = 0.
o Langle 6 (non orienté) entre deux vecteurs o et V s'obtient par la relation :

- —

u-v
C089=ﬁ.

vl

2.2. Produit vectoriel

Le U AV est un vecteur orthogonal & U et V. Il se calcule par la formule :

X x’ yz' —zy’
-, —
unv=[y|[Aly |=] 2x'—x2
z z’ xy'—yx’
UAYV
o
v
.,
U

Vous rencontrerez peut-étre aussi la notation anglo-saxonne U x V (cross-product).

Exemple.
Soient :
1 4
u=|2 v=|5
3 6
Alors :
1 4 2x6—3x5 -3
UAV=[2|A[5]|=|3x4—1x6|=]| 6
3 6 1x5—2x4 -3

Le triplet (2, V, @ A V) est un repere direct de R® (o et V n’ont pas besoin d’étre orthogonaux). On

distingue un repére direct de R® d’un repére indirect de R par la « régle de la main droite ».
b4 b4
J\ y J\ B
X y
Repere direct Repeére indirect
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/ ¥

Régle de la main droite

Proposition 4.
o Le produit vectoriel U AV est un vecteur orthogonal & U eta V.
e Sa norme vaut :
IZAVI=ZI VI |sin6].
oll @ est angle entre U et V.

e La norme du produit vectoriel I AV est égale a Uaire du parallélogramme formé par i et V.

TAYV

=l

Exemple.
Soient ¥ = (2,—1,—2) et v =(3,—1,1).

1. Le produit vectoriel W = U AV est

2
w=|-1|A|-
—2 1

2. On peut vérifier que W est orthogonal 3 @ eta V. Eneffet: ¥-w=0et vV -w =0.

3. Laire du parallélogramme (de I'espace) formé par o et V est :

A= W] =1/(—3)2+(—8)2+12= V74

Exemple.
Déterminons une équation ax + by + cz + d du plan P contenant les trois points A(1,0, 1), B(1,3,0) et
C(2,1,2).8i1 = ( (é ) est un vecteur normal a un plan alors une équation de ce plan estax+by+cz+d = 0.
« On calcule les vecteurs AB = (0,3,—1) et AC = (1,1,1).
e On calcule le produit vectoriel 7 —ABAAC = (4,—1,—3). C’est un vecteur normal au plan P. Ainsi
a=4,b=—-1,c=-3.
e On détermine d en utilisant les coordonnées d’un point du plan. Par exemple A € P donc ax, + by, +
czp+d=0,doncax1+bx0+cx1+d=0,doud=-1.
e Conclusion : une équation du plan est 4x —y —3z—1=0.
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2.3. Produit mixte
Le ou des vecteurs U, V et W est le nombre défini par :
det(T, 7, W) = T - (V A W).
Il est donc formé par un produit vectoriel suivi d'un produit scalaire. Le nom anglais est triple product.

Proposition 5.
Le produit mixte mesure le volume du parallélépipéde formé par les trois vecteurs.

>
W,

=

Exemple.
Quel est le volume du parallélépipéde formé par les vecteurs @ = (1,1,0), Vv =(1,1,1) et w = (1,2,3)?

—
W,

K

N

g
u

e On calcule le produit vectoriel vV AW = (1,—2,1).

e On calcule le produit mixte det(7, V, W)= - (VAW)=1x1+1x(—2)+0x 1=—1.

o Conclusion : le volume du parallélépipede est —1. Son volume géométrique vaut donc 1. (Le fait que
le volume algébrique soit négatif est d{i au fait que les trois vecteurs forment une base indirecte.)

3. Cas géneéral

3.1. Espace vectoriel

On généralise ces notions en considérant des espaces de dimension n pour tout entier positifn =1, 2, 3, 4,...

Il n’y a aucune difficulté mathématique excepté le fait qu’il n’est plus possible de visualiser les vecteurs a
X1
X2

partir de la dimension 4. Les éléments de I'espace de dimension n sont les n-uples ( . ) de nombres réels.

le
X1
X2

) dénote aussi bien un
X

L'espace de dimension n est noté R". Comme en dimensions 2 et 3, le n-uple (

point qu'un vecteur de I'espace de dimension n.

X1 N
X2 Y2
Soient u = ( . ) etv = ( . ) deux vecteurs de R". L'usage est d’abandonner la fleche pour noter un

xl‘l yn
vecteur.
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Définition.
X1ty
. Leur somme est par définition le vecteur u +v =
le + yTl
le
. Soit A € R (appelé un Y:Au=| :
Ax,
0
e Le de R" est le vecteur 0 = ( : )
0
X1 —X1
e I du vecteur u = ( : ) est le vecteur —u = ( : )
Xy —Xp

Théoréme 1,
X1 1 21

SoientuZ( : ), v=( : )eth ( : )desvecteursde]R” et A,u €R. Alors :
le

Yn Zn

u+v=v+u
ut+(v+w)=Wu+v)+w
u+0=0+u=u
u+(—u)=0

lu=u

Alpu) = (Apu
AMu+v)=2Au+Av
(A +wu=Au+ uu

©® N & 1k LMo

Chacune de ces propriétés découle directement de la définition de la somme et de la multiplication par
un scalaire. Ces huit propriétés font de R" un . Dans le cadre général, ce sont ces huit
propriétés qui définissent ce qu’est un espace vectoriel.

3.2. Norme et produit scalaire

e Le usuel de u = (xq,...,x,) et v=_(¥1,...,Y,), noté u-v (ou bien parfois (u | v)), est
défini par
U-v=x1y1+ -+ XY,
e La sur R" est la norme associée a ce produit scalaire. Pour u € R", la norme
euclidienne de u, notée ||ul|, est définie par

||u||=\/u-u=\/x%+---+xr21.
e La entre le point A= (ay,...,a,) et le point M = (x,...,x,) est

IM —All = /(e —a1)? + - + (g — @)%

Terminons avec une inégalité qui majore le produit scalaire de deux vecteurs en fonction de leurs normes.

Théoréme 2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).
Pour u et v deux vecteurs de R", on a :
lu- v < ffull [v]]-
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3.3. Coordonnées

Définition.

Les vecteurs
1 0 0
0 1 0

ep=|0 e;=|0 e =1 :

: : 0
0 0 1

sont appelés les de R".

X1

: ) sont les coordonnées dans la base canonique, c’est-a-dire :

Les coordonnées usuelles d’'un vecteur u = (
xn

u=Xxqe; +x262+---+xnen.

Mais on peut également exprimer des coordonnées du méme vecteur u dans une autre base. Une de
R" est un ensemble B = (f1, fo, ..., f) de n vecteurs, tel que pour tout u € R" il existe des réels yq,...,y,
uniques tels que

u=yifit+yafat- o+ yufa

1
( : ) s’appellent les du vecteur u dans la base B.
/B

Exemple.
i

Soit By = (1, 7) la base canonique de R? (autrement dit (e;, e5)). Définissons
-~ (3 ~ (=2
A-(3) &-(3F)

. . [ 1 . N
Soit maintenant le vecteur 1 de coordonnées ( dans la base canonique, c’est-a-dire :

Alors B = (f,, f,) est une base de R2.

N

T=17+27.

Quelles sont les coordonnées (§ ) 5 de U dans la base B?

A
N
f. —
2 u
21227
PR N -
- N fi
y A | N
: ‘ x
> >
=
0 1

On veut écrire U sous la forme :

s — —
u=xf1+yf.
On peut donc écrire, avec les coordonnées dans la base canonique :

()= (3)
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On résout le systéme :
3x—2y=1
xX+2y=2

On obtient x = % ety = g. On en déduit que les coordonnées de U dans la base B sont :

c’est-a-dire :

Certains paragraphes de la section « Cas général » sont extraits du livre Algébre d’Exo7.

13



	Vecteurs
	Vecteurs du plan
	Opérations sur les vecteurs
	Norme
	Produit scalaire
	Applications

	Vecteurs dans l'espace
	Opérations sur les vecteurs
	Produit vectoriel
	Produit mixte

	Cas général
	Espace vectoriel
	Norme et produit scalaire
	Coordonnées



