Perspective

Vidéo M partie 6.1. Perspective linéaire
Vidéo M partie 6.2. Projection orthogonale
Vidéo M partie 6.3. Projection paralléle
Vidéo M partie 6.4. Autres perspectives

Nous expliquons différentes facons de représenter Uespace 3D sur un plan 2D.

1. Perspective linéaire

La perspective linéaire est aussi appelée perspective conique ou projection centrale.

1.1. Principe

La perspective linéaire est la perspective qui se rapproche le plus de la vision humaine, les objets éloignés
paraissent plus petits.
Notations :

» C est un point de 'espace, il peut représenter la caméra, I'ceil, un capteur, ou aussi un éclairage,

» P est un plan de I'espace,

» P désigne un point d’'un objet O.
Construction : pour chaque point P, si la droite (CP) recoupe le plan P, on note P’ ce point d’intersection.
On définit ainsi une projection de 'espace £ sur le plan P.


http://www.youtube.com/watch?v=KdcVe0JTqHA
http://www.youtube.com/watch?v=rpbTV0DzTk0
http://www.youtube.com/watch?v=KLFm0tHEJB4
http://www.youtube.com/watch?v=9RfMrmhaZ6M
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plan P : (x =0)

Voici quelques projections du méme cube mais avec différents points C.

1.2. Cas simple

L'espace est muni du repere orthonormé (Oxyz) classique. Le point C(f,0,0) est fixé sur 'axe (Ox) (la
valeur f s’appelle la focale). Le plan P de projection est le plan (Oyz), c’est-a-dire d’équation (x = 0). Dans
ce plan on note (X,Y) les coordonnées du plan (avec X =y et Y =z).
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plan P : (x =0)

plan P de projection

Proposition 1.
Pour P de coordonnées (x, y,z) (avec x # f) alors son image par la perspective linéaire est P’ de coordonnées
(X,Y) dans P avec :

X Ay .
ou A=
Y = Az x—f

—_ —
Démonstration. Les points C, P et P’ sont alignés donc il existe A € R tel que CP’ = ACP. Notons P’(0, y’,z")
les coordonnées de P’ dans le repére (Oxyz). Alors :

L (x— [
P=| y cP'=|y
z z’
Ainsi ;
SN N —f Alx—f) A= P
CP'=ACP y = Ay —=1{ X = Ay
z = Az Y = Az
oulon aidentifié X =y’ et Y =2'. O

1.3. Cas général

Voici les formules, pour le cas d’'un point C(xc, y¢,2c) de coordonnées quelconques, en projetant toujours
sur le plan (Oyz),
Proposition 2.

Pour P de coordonnées (x,y,z) (avec x # x) alors son image par la perspective linéaire est P’ de coordonnées
(X,Y) dans P avec :

X = My—yo)+ —X
(r=ye)+ye ol a=__Xc
Y = A(Z_Zc)+ZC X—XC
N N
Démonstration. Depuis l'identité CP’ = ACP,on a:
0—xc X —Xc
Y =Yc |=Aly—Yc |,
2’ —2z¢ Z2—3c

d’otu1 les formules. O
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2. Projection orthogonale

2.1. Principe

C’est comme si on placait une caméra a une distance infinie, dirigée orthogonalement a un plan. Une fois
projetés, deux objets identiques auront les mémes dimensions, qu’ils soient proches ou éloignés du plan de
projection. La projection orthogonale est utilisée dans le dessin technique, les plans d’architectes. ..

AZ

Pl

plan P: (x =0)

Voici quelques projections obtenues en faisant tourner un cube.

2.2. Cas simple

oo

) est

Le plan de projection P est le plan (Oyz) et l'axe de projection est 'axe (Ox). Le vecteur 7 = (
colinéaire a cet axe et orthogonal au plan.
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ZT plan P : (x =0)

P’ Ty

Si on considere la projection comme une application de R® — R? alors elle s’écrit :

X
P = y "—)P/=

n < O

Zz

C’est une application linéaire, dont la matrice est :

Si on considére cette projection de I'espace vers le plan P dont les coordonnées sont (X, Y), alors les formules
sont tout simplement :

X=y et Y =2.
La matrice correspondante est :

2.3. Cas général

On considére une projection orthogonale sur un plan quelconque (passant par 'origine). Ce plan est
déterminé par un vecteur normal 7, qui est aussi la direction de projection. Nous allons caractériser cette
direction par un vecteur déterminé par ses coordonnées longitude/latitude. Ainsi une projection orthogonale
est déterminée par le vecteur 7 = OM ot le point M (1, ¢, A) est défini en coordonnées sphériques (par sa
latitude ¢ et sa longitude A).
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On note (X, Y) les coordonnées sur le plan de projection.

Proposition 3.
X
La projection orthogonale suivant Uaxe de latitude ¢ et de longitude A est donnée par Uapplication : ()Z’) — ()15)

définie par :
X Y X oil M= —sin A cos A 0
Y) Jz/ ~ \singpcosA singsinA cosg )’
Autrement dit :
X = —sin(A)-x+cos(A)-y
Y = sin(g)cos(A)- x +sin(p)sin(A) -y + cos(p) - 2

Démonstration. 1l s’agit de se ramener au cas simple, c’est-a-dire a la projection orthogonale sur le plan
(Oyz) dont la matrice est M;.

» Tout d’abord on modifie le plan de projection, en changeant la longitude de sorte que la trace du plan
de projection sur le plan horizontal (Oxy) soit 'axe (Oy). Lopération correspondante est une rotation
d’angle —A autour de I'axe (Oz). La matrice de cette opération est :

cosA sinA O
M;=| —sinA cosA O
0 0 1

z Az AZ

plan (x =0)

y y y
x x x

» Ensuite on redresse le plan a la verticale en modifiant la latitude ¢ (de fagon a ce que le plan contienne
I'axe (02)). Il s’agit d’effectuer une rotation d’angle —¢ autour de I'axe (Oy). La matrice de cette
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transformation est :

cosp 0 —singp
My=[ 0 1 o0
sing 0 cosyp
 Le plan de projection est devenu le plan (Oyz), il ne reste alors plus qu’a projeter suivant 'axe (Ox), la
matrice de cette projection est la matrice M; du cas simple.
» Les formules s’obtiennent par composition :

X
X
(Y) =M|y ol M = M{M,Ms3.
Z

O

x/
Remarque. Si on veut les coordonnées ( y’) du projeté P’ dans les coordonnées originales (Oxyz), les
/

Z
formules sont :

x/

X
¥ | = MMMy (Mo M) |
2’ Z

2.4. Cas particuliers

Des valeurs classiques sont :
e 1=30°et ¢ =20°,

o A= 7 =45° et différentes valeurs de .

Exemple (Perspective isométrique).

Les parametres sont A = 7 = 45° et ¢ tel que sinp = % (de sorte que ¢ ~ 35°). Pour la perspective

isométrique les trois axes ont la méme importance (mais ce n’est pas une isométrie au sens géométrique
L 1
usuel). Le vecteur normal au plan de projection est (%)

P4

X
X

Projection d’un cube Vecteur normal au plan de projection

V2 V2
243 V3

Les distances sur chacun des axes sont diminuées d’'un coefficient multiplicatif cos ¢ =

La matrice de cette projection est :

S
sl

5
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3. Projection paralléle

3.1. Principe

La est la généralisation de la projection précédente, sauf que I'axe de projection n’est
plus supposé orthogonal au plan de projection.

AZ

y
X
Voici quelques projections paralléles d’'un cube.
Cette projection s’appelle aussi . Elle est utilisée dans le dessin technique, en

infographie, en architecture. .. Deux objets identiques auront les mémes dimensions qu’ils soient proches
ou éloignés du plan de projection. Nous allons adopter un point de vue différent de celui de la projection
orthogonale.

3.2. Données d’une axonométrie

Une projection paralléle est définie par :
» la donnée de 3 angles a, 3,y (avec a+ ff + v = 2m),
* et 3 coefficients k,, k,, k;.
Les angles déterminent 3 vecteurs unitaires f1, fz, f3 du plan :
f3 est par convention vertical d1r1ge vers le haut,
f1 forme un angle —a avec f3,
fz forme un angle p avec f3
Les vecteurs fl, f2, f3 sont multipliés par par le facteur d’échelle correspondant a son axe :

. fl=k.Jr,
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.QZM@

° fg{ =k.fs.
fs
—> 4/
J
a ‘fsl
k, p
k .
— 7 N
fi fz’
e 7

fi.

o)

3.3. Formule

Proposition 4.
La formule de la projection paralléle est

(X):M ; oil M:(—kxsina k, sinf3 O)‘

Y 5 kycosa ky,cosfp k,
Autrement dit :
X = —kysin(a)-x+k,sin(B)-y
Y = kycos(a) x+kycos(B) y+k, -z

Lidée de ces formules est simple. Si (e7,e5,e3) est la base orthonormée canonique de R3, alors chaque
— —
vecteur e; se projette sur f! qui est un multiple de f; :

- —>
° e—1>'_)f1/:kxf1’
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i ‘32 '—’fz _kny)

i 63 = f 3= sz 3-
Ainsi trois vecteurs de ’espace s’envoient sur 3 vecteurs du plan.

’ . . . e X N .
Démonstration. Soit P un point de coordonnées (%' ), C’est-a-dire :

[— N
OP = xe; + ye, +ze;.
— —_—>
La projection paralléle envoie e; sur f{, donc I'image de OP est :

kafl +ykyf2 +Zsz3-

- [—sina - ([sinf - (0
h= ( cosa ) 2= (cosﬁ) fs= (1)

Ainsi la projection est 'application :

x
—sina sin 3 0
y a—>xkx( cosa )+yky (COS[B)) +zk, (1)

Zz

Or:

D’ou le résultat. O

3.4. Cas particuliers

Perspective axonométrique. Cette projection est caractérisée par a = f§ = 27" etk, =k

A
2n Zn %
a—3, = k —k ‘/—5

Perspective cavaliere. Tres utilisée en dessins techniques faits a la main On impose B=7%etk, =k,
Il reste deux paramétres a et k, a fixer. Des valeurs classiques sont a = 4 et k, 2 ou k =1.

Il
NW‘
I
Sl

1.

La matrice de cette projection est :

—k,sina 1 O
kycosa 0 1

;
—
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\ 4

3.5. Théoreme de Pohlke

Le théoréme de Pohlke (que nous admettrons) affirme que, quelles que soient nos données, il existe une
projection paralléle correspondante.

Théoréme L(Pghll()e).

Tout triplet (f{, f,, f3) qui engendre le plan R? est I'image, a@ homothétie prés, d’'une base orthonormée (e;, €5, €3)
de Uespace R® par une projection paralléle. Autrement dit, il existe un cube d_q l’Efpgce (de longueur de coté k)
dont les c6tés de base sont (key, ke,, kes) qui se projette parallélement sur (f], f,, f4)-

— — —

L'unique condition de ce théoréme est que les trois vecteurs f/, f,, f; ne soient pas colinéaires.

4. Autres perspectives

Nous étendons notre étude a des projections plus exotiques, dont certaines permettent d’avoir une vision
large de la scéne.

4.1. Coordonnées cylindriques

Expliquons comment les coordonnées cylindriques permettent d’avoir une vision a 360°. On imagine qu’on
dispose d'un écran souple qu’on enroule pour former un cylindre.
Il s’agit tout simplement de la transformation suivante (x, y,z) — (—0,%) :

P(x,y,z) — P(1,0,2) — P'(X,Y) = (—6,2)
On part des coordonnées cartésiennes que I'on transforme en coordonnées cylindriques, puis on projette sur

le cylindre (on oublie la coordonnée r). ’angle 6 (donc X) varie de —m a 7 et z (donc Y) appartient a R
(mais dans la pratique est borné).

Z

A
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Cette projection cylindrique est du méme type que la projection de Mercator pour représenter le globe

terrestre a plat. Elle conduit a une forte distorsion au niveau des poles.

Az

p/

<Y

On peut bien sfir limiter la vision a 180° en se limitant au demi-cylindre défini par —5 < 6 <
On rappelle les formules de passage (x,y,z) — (1, 0,%) :

ro= JJx2+y?
6 = arctan2(y,x)

Par exemple prenons une grille dans le plan (x = 3) :

A
a\
A

N3

Voici sa projection cylindrique ainsi que celle d’'un cube (on pourrait ajouter un agrandissement le long de

I'axe X pour améliorer le rendu).

1.24
4
1.01
2 0.8
0.6
> >
X 0 %
© S 04d
-2 0.2
0.0 1
-4
-0.2
-1 0 1 -0.5 0.0

axe X axe X
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4.2. Coordonnées sphériques

Remarque. On peut faire la méme chose avec les coordonnées sphériques :
P(x,y,2)— P(r,p,A) —> P'(X,Y) = (-2, ¢)

ol ¢ € [—7, 5] est la latitude et A €] — m, ] est la longitude.

On pourrait imaginer beaucoup d’autres variantes, mais comme pour les projections cartographiques, aucune
n’est parfaitement fidele.

1.0 T 1 T—
e 3~
//// \\\\ 0.34
// I \\
054 M — | I N
=l N
d e ™ 0.2 4
> >
& 0.0 %
© ©
~ T L1 o1
~ | I
N 1
N 1
~0.5 \\\\\_///// 0.04
N 1
\E\\ ——T 11 oY
~1.0 I § 1l — —0.14
-10 —05 0.0 0s 10 -05  -04 -03 -02  -01 00
axe X axe X

4.3. Perspective curviligne cylindrique

La perspective curviligne cylindrique part du principe que dans une vision a 180° les objets sur la droite et
la gauche du champ de vision devraient paraitre plus petits que les objets en face.
On consideére un cylindre vertical, d’axe (Oz), de rayon R. La projection s’effectue sur le plan vertical P
d’équation (x = R) tangent au cylindre. La construction est la suivante :

e On part d’un point P de I'espace,

« on le projette sur le point P’ du cylindre,

* puis on projette ce point orthogonalement sur le plan P en un point P”.
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plan (x =R)
Notons P(x, y,z) les coordonnées du point a projeter et r = 4/x2 + y2. La transformation est la suivante :

R R R
P(X,.)’,z)‘—’P/ (X;’y?:z) '_)P//(X)Y) = (}’?,2)

Cette transformation conserve la hauteur z des points.

1.2 1

1.0 1

0.8 2

0.6 -

axeY
axe Y
o

0.4 1

—4

0.00 0.25 0.50 0.75 -1 0 1
axe X axe X

4.4. Perspective curviligne sphérique

On étend la construction précédente sur le méme principe avec une distorsion haut/bas, en plus de la
distorsion gauche/droite. On obtient une vue a 180° de gauche a droite, mais aussi de haut en bas. Le
résultat obtenu ressemble a une photographie prise avec un objectif de type fisheye.

Dans cette construction, on projette le point sur une (demi-)sphere de rayon R, puis sur un plan vertical
tangent.

Pour P(x, y,z) on note cette fois r = \/m . La transformation est :

R R R R R
P(X>J/:z) P/(X—;y—;z—) EP//(X>Y):(.V_>Z_)
r r r r r

1.5 1
0.6 -
1.0 1

0.4 4 0.5 1

0.0 A

axe Y
axeY

0.2

—0.51

0.0 -1.01

—-1.54
—0.2 4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15
axe X axe X
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