Matrices

Vidéo M partie 3.1. Multiplication de matrices
Vidéo M partie 3.2. Vocabulaire sur les matrices
Vidéo M partie 3.3. Transformations du plan
Vidéo M partie 3.4. Inverse d’une matrice

Les matrices sont des tableaux de nombres trés pratiques pour encoder des transformations du plan

et de Uespace.

1. Multiplication

1.1. Définition

Une A est un tableau rectangulaire de nombres réels. Elle est dite de n x p si le tableau
posséde n lignes et p colonnes. Les éléments de ce tableau sont appelés les de la matrice A. Le
coefficient situé a la i-eme ligne et a la j-éme colonne est noté a; ; (ou simplement a;;).

[al,l al,z . al’j . al,p\
az’l az’z e az’j . az’p
A= ou A= (ai’j)lgign ou (ai’j).
a1 Qa2 ... 4;j ... GQip 1<j<p
\an’l an’z e an’j . an’p]

Lensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients réels est noté M, ,(R) ou simplement M,, ,.

Exemple.
4 -1

A= 2 5 € M, est une matrice 3 X 2 avec, par exemple, a; ; =4 et ag, = 0.
-1 0

1.2. Vecteurs

Vecteur ligne/vecteur colonne. Un vecteur de longueur n peut étre a la fois vu comme un vecteur colonne
ou bien un vecteur ligne. Un vecteur colonne de longueur n est un cas particulier d'une matrice a n lignes et
1 colonne. Un vecteur ligne de longueur n est une matrice a 1 ligne et n colonnes.
X1
X2
eMn,l (x1 Xo =t Xn) EMl,n

Xn


http://www.youtube.com/watch?v=Yprvjl5Qouk
http://www.youtube.com/watch?v=_vEIZQNYVCo
http://www.youtube.com/watch?v=Vf-bdanGACE
http://www.youtube.com/watch?v=97XxXl7nvq4
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Matrice comme juxtaposition de vecteurs. Il est pratique de considérer qu'une matrice est la juxtaposition
de vecteurs colonnes. Plus précisément une matrice A € M,, , est composée de p vecteurs colonnes Cy, ..., C,
chacun de longueur n.

Cj
ayj; A ay;j aip aj; A ayj ap \
dy; Ay Ayj dap dy;  da ayj Azp
a1 i al] alp Li iy i al] alp
anl anZ cee an] e anp \ anl anz cee anj e anp
Bien s{ir on peut aussi considérer que cette méme matrice est la superposition de n vecteurs lignes Lq,...,L,

chacune de longueur p.
Produit scalaire. Rappelons que le deu=(xq,...,x,) etv=_(y1,...,¥,), noté u-v (ou
parfois (u | v)), est défini par

U-v=x1y1+ - +x,.Yn-
Expliquons le produit scalaire u - v en termes de vecteur ligne/vecteur colonne : on considere u comme un
vecteur ligne et v comme un vecteur colonne, puis on multiplie entre eux les deux premiers coefficients,
ensuite on multiplie entre eux les deuxiémes coefficients, etc. Le produit scalaire est la somme de tous ces
produits.

Ya

Yi

Yn

( X1 Xg ... X; ... X )

Multiplication d’une matrice par un vecteur. Soit A € M,, , une matrice ayant n lignes et p colonnes. Soit
X un vecteur de longueur p, considéré comme un vecteur colonne. Le produit AX est un vecteur colonne Y
de longueur n défini ainsi :

a; ... a1p X1 a11X1+a12X2+"'+a1pxp
as; ... azp X9 ag1Xq +a22X2+“'+a2po
ap, .- anp Xp an1Xq +an2X2+"'+anpxp
N—— ~
A X Y
Considérons A comme une superposition de vecteur lignes L, ..., L,. Le premier coefficient de Y = AX est

en fait le produit scalaire L, - X, le deuxiéme coefficient est L, - X,...
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Xi
X
L-X P
ag ayj dip Y1
L; ain a;j Qip Yi Yi=Li-X
Tl one Tp oca @y

p} \ynj

Il faut bien comprendre que le vecteur X est de longueur p mais le vecteur Y est de longueur n. Ainsi une
matrice A correspond a une transformation : X — Y = AX.

Exemple.

La matrice de la rotation d’angle 6 (centrée a I'origine) est :

Ra— cosf —sin6
= \sin@ cosH

Notons

X
X:( ) et Y =RyX
y

xcosO —ysin6
Y= .
xsin6 + y cos 6

On calcule :
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Ainsi en coordonnées cartésiennes la rotation d’angle 8 s’écrit :

x xcosf —ysinf
—>
y xsinf@ + y cos 6

1.3. Produit de matrices

Le produit AB de deux matrices A et B est défini si et seulement si le nombre de colonnes de A est égal au
nombre de lignes de B.

Définition (Produit de deux matrices).

Soient A = (a;;) une matrice n x p et B = (b;;) une matrice p x q. Alors le C = AB est une matrice
n x q dont les coefficients c;; sont définis par :

b

Cij = Zaikbkj

k=1

On peut écrire le coefficient de facon plus développée, a savoir :

Cij = Qi1 byj + Aigbyj + -+ @by + -+ aip by

Si on note L; la i-me ligne de la matrice A et C; la j-eme colonne de la matrice B, alors
Cij = Li . C]

Ainsi chaque coefficient de C est le résultat d'un produit scalaire entre une ligne de A avec une colonne de B.

A= Ll CU =C
Exemple.
2 0
1 5 -1
A= 40 2 B=| 1 3
-1 1

On dispose d’abord le produit correctement (ci-dessous a gauche) : la matrice obtenue sera de taille
2 x 2. Puis on calcule chacun des coefficients, en commencant par le premier coefficient ¢;; =L, - C; =
1x2 4+ 5x1 + (—1) x(—1) =8 (au milieu), puis les autres (a droite).
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2 0 2 0 2 0
1 3 1 3 1
-1 1 -1 1 -1 1

1 5 -1 C11 C12
4 0 2 Co1 Coo

8 14
Ainsi AB = ( )

15 —1) (8 cpy 15 -1\ (8 14
4 0 2 Co1 Coo 4 0 2 6 2

6 2

1.4.AB # BA

Le produit de matrices n’est pas commutatif. Méme dans le cas ou AB et BA sont définis et de la méme taille,
on a en général AB # BA.

GG %) == (9650 3)

1.5. Opérations sur les matrices

Exemple.

Le produit de deux matrices est une opération compliquée mais la somme de deux matrices est une opération
simple. Soient A et B deux matrices ayant la méme taille n x p. Leur C = A+ B est la matrice de
taille n x p définie par

Cij = aij + bl]
En d’autres termes, on somme coefficients par coefficients. On a bien A+ B = B +A.

. 5 8 4 0 9 8
Si A= et B= alors A+B= .
-1 2 3 3 2 5

Par contre souvenez-vous que AB et BA sont en général deux matrices différentes. Si on fait bien attention a

Exemple.

I'ordre alors I'addition et la multiplication se comportent bien :
A(BC) = (AB)C (associativité)

AB+C)=AB+AC et (B+C)A=BA+CA  (distributivité)
En particulier pour un vecteur X et deux matrices A, B, on peut écrire Y = ABX qui se calcule indifféremment
par Y = (AB)X ou Y = A(BX).
Il est aussi facile de multiplier une matrice par un facteur a € R : le produit d’'une matrice A = (ai j) de M, ,
par un scalaire a € R est la matrice (aai j) formée en multipliant chaque coefficient de A par a. Elle est
notée a - A (ou simplement aA).

Exemple.

3 2
Si A= 4 et a=2 alors aA= 8 6 4 .
2 -1 0 4 -2 0
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—4 -3 -2
La matrice —A c’est (—1)A. Sur I'exemple ci-dessus on obtient : —A = (_2 1 o )

1.6. Matrice d’un systeme linéaire

Un systeme d’équations linéaires peut s’écrire simplement a 'aide d’'une matrice. Considérons le systéme
linéaire ayant n équations et p inconnues (x1,...,x,) :

app x; + apxy + 0+ apx, = by
g1 X1 + apXxy + 0+ ayx, = by
ap1 X1 + Xy + 0+ X, = by
Il s’écrit :
AX =B
ol
an aip X1 by
az aop X2 _ by
e P Xp b,
~~ — ——
A X B

La matrice A € M,, , s'appelle la matrice des coefficients du systeme; B € M), ; est le vecteur du second
membre; le vecteur X € M, ; est une solution du systeme si et seulement si AX = B.

2. Vocabulaire

2.1. Matrices carrées

Si n = p (méme nombre de lignes que de colonnes), la matrice est dite . On note alors
simplement M, au lieude M,, ,, :

a;; di ay; A1n
dz1 A2 az; Aon
a1 i a;; din
Ap1 Qpy --- Qi .- Qpp ]
Les éléments ayq, asy, . - -, a,, forment la de la matrice.
La matrice carrée suivante s’appelle la
0
0
I, =
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La matrice identité joue le role de 'unité pour la multiplication des matrices (comme la valeur 1 pour la
multiplication des réels). SoitA€ M,, , :

AxI,=A et I, xA=A

La matrice (de taille n x p) dont tous les coefficients sont des zéros est appelée la et est notée
0, p ou plus simplement 0. Dans le calcul matriciel, la matrice nulle joue le réle du nombre O pour les réels.

2.2. Matrices triangulaires, matrices diagonales

Soit A une matrice de taille n x n. On dit que A est si ses éléments au-dessus de la
diagonale sont nuls, autrement dit :

i<j = q;=0.
Une matrice triangulaire inférieure a la forme suivante :

aj; 0 cee e 0
s d22
0
anl Cln2 oo LY ann
On dit que A est si ses éléments en-dessous de la diagonale sont nuls, elle a la
forme suivante :
[a]_]_ A1y cee vee e aln\
0 Aoy «ee oe. ... Uop
L0 . e 0 ay,
Une matrice est lorsque elle est a la fois triangulaire inférieure et triangulaire supérieure.

Autrement dit en dehors de la diagonale tous les coefficients sont nuls.

Exemple.
Une matrice triangulaire inférieure (& gauche), une matrice triangulaire supérieure (au centre), une
matrice diagonale (a droite) :

3 0 O 2 3 —4 4 0 O
0 1 O 0 0 —2 0 —4 0
-1 5 -3 00 7 0 0 8
2.3. Transposée
Soit A la matrice de taille n x p
a;; a4y ... alp
o1 A9y ... azp
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La de A, notée AT est la matrice de taille p x n définie par :
a;; a1 ... Qapp
AT adig A9y ... dpy
a]_p azp . Clnp

Autrement dit : le coefficient a la place (i, j) de AT est aj;. Ou encore la i-eme ligne de A devient la i-eme
colonne de AT (et réciproquement la j-éme colonne de AT est la j-éme ligne de A).

Remarque : il existe aussi la notation ‘A pour la transposée de la matrice A.

En particulier la transposition transforme un vecteur ligne en un vecteur colonne et réciproquement :

X1
X2
Si X=(x1 Xy v xn) alors xT =
xn
Exemple.
123\ (147
4 5 6| =12 5 8
7 8 9 369
1 8\ Lo o 5
0 -5 :( ) 5 3 —-1)'=]| 3
8 =5 3
-2 3 -1

L'opération de transposition obéit aux regles suivantes :
1. (A+B)I =AT +BT

2. (aA)T =aAT

3. (AT =A

4. | (AB)T =BTAT

Notez bien l'inversion : (AB)T = BTAT.

3. Transformations du plan

Voyons comment les matrices permettent de décrire beaucoup de transformations du plan. Dans les chapitres
suivants « Transformations de ’'espace » et « Rotations de ’'espace » nous passerons a la dimension supérieure.
Une du plan est 'application F : R? — R? définie par :

()~ 2)C)-()

— + ,

y c d)\y) \f

oua,b,c,d,e, f sont des réels quelconques.

En d’autres termes, I'image d’un point (x, y) du plan est le point F(x,y) = (x’,y’) avec

x' = ax+by+e
y' = ex+dy+f
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En fait, une transformation affine F est la composée d’'une transformation linéaire

()=eC) oeneC )
()G o)

Voici quelques transformations élémentaires.

suivie d’'une translation

Exemple.

1. Translation.

2. Rotation.
La de centre 'origine et d’angle 6 est 'application
de R? dans R? définie par

x cos —sinB ) [ x
H
y sinf cosf y
Autrement dit :
x xcosf —ysinf
H
y xsin6@ + y cos 6
3. Homothétie.
L de centre l'origine et de rapport k € R \ {0}

est Papplication de R? dans lui-méme définie par :
>
y ky
En termes de matrice, I'écriture est la suivante :

X k O0\(x
[ d
y 0 kJ\y
4. Réflexion.

Nous commencons par regarder la réflexion par rapport
a laxe des abscisses : c’est 'application de R? dans R?

définie par
()-(3)
—>
y -y

En termes de matrice, I’écriture est la suivante :

()G )0)

Plus généralement 'expression d’une réflexion par rapport
a un axe passant par l'origine et faisant un angle % avec
I'axe des abscisses est

X cos® sinf X
H
y sinf —cos6 J\y
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5. Projection sur un axe.

(x,¥)
Pour M = (} §) et e = f = 0. La transformation affine est

alors la projection (x, y) — x.

=

Exemple général

Oublions la translation et concentrons-nous sur I'application F définie par

X a b\(x
— .
y c dj\y
Nous avons F(0,0) =(0,0), F(1,0) = (a,c), F(0,1) = (b,d). En termes de vecteurs, nous avons juste écrit

. 1y . . . a . 0
que I'image du vecteur 0 était le premier vecteur colonne ) alors que I'image du vecteur 1 est le

b . .
second vecteur colonne ( i) L'image du carré unitaire est donc un parallélogramme.

(0,1)

(b,d)

(a,c)

(0,0) (1,0)

Remarquer que sur ce dessin, un c6té vertical du carré est envoyé sur un petit coté du parallélogramme, et
un c6té horizontal sur un grand c6té. Ni les longueurs ni les proportions ne sont conservées. Voici notre
personnage et sa déformation :

Déterminant

Soit F une transformation affine de matrice A = (‘cl 3). Le déterminant det(A) = ad — bc de cette matrice
joue un réle particulierement important dans I'étude la transformation affine F.

Proposition 1.

La transformation F est bijective si et seulement si det(A) # 0.
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Proposition 2.
Si E est un ensemble dont Uaire vaut A alors F(E) est un ensemble dont Uaire vaut | det(A)| x A.

4. Inverse

4.1. Inverse d’'une matrice

Soit A une matrice carrée de taille n x n. S’il existe une matrice carrée B de taille n x n telle que
AB=1 et BA=I,
alors on dit que A est .On appelle BT et on la note A~

Proposition 3 (Cas des matrices 2 x 2).

b
Soit A= (ccl d)' Si ad — bc # 0, alors A est inversible et

d -—b
— 1
A '= ad—bc (—C a )

Nous n’expliquerons pas ici comment calculer I'inverse d'une matrice en général.

Proposition 4.

1. Soit A une matrice inversible. Alors A~! est aussi inversible et on a :

AahH)t=Aa

2. Soient A et B deux matrices inversibles de méme taille. Alors AB est inversible et

Pour l'inverse d’un produit il faut bien faire attention a I'inversion de I'ordre !

4.2. Matrices inversibles et systémes linéaires

Considérons le cas ol le nombre d’équations égale le nombre d’inconnues :

ay; ... QAqn Xq bl

sy ... Qo9 X9 bz

ap; .- Qup Xp b,
~ ——— —_———
A X B

Alors A € M, est une matrice carrée et B un vecteur de M, ;. Pour tout second membre, nous pouvons
utiliser les matrices pour trouver la solution du systéme linéaire.

Proposition 5.
Si la matrice A est inversible, alors la solution du systéme AX = B est unique et est :

X=A"'B

Les matrices sont un vaste sujet, ici nous avons présenté les notions indispensables a ce livre, mais vous trouverez
plein d’autres propriétés (comme par exemple comment calculer Uinverse) dans n‘importe quel ouvrage d’algébre
linéaire, par exemple le tome Algebre d’Exo7 dont certains paragraphes de ce chapitre sont tirés.


http://exo7.emath.fr/cours/livre-algebre-1.pdf
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