Fonctions récursives primitives

Nous définissons et étudions les fonctions qui expriment les calculs « faciles » de Uarithmétique.

Dans ce chapitre, notre point de vue est sémantique, c’est-a-dire qu’on va étudier des objets de la
« réalité » : les entiers, les nombres premiers, I'addition, ...

Dans le chapitre suivant, nous ferons le lien avec le langage £, de 'arithmétique de Peano, qui sera
le point de vue syntaxique ou tout s’exprime par des suites de symboles. Le lien entre les deux sera
le théoréme de représentabilité : tout ce qui est vrai pour les fonctions récursives primitives peut étre
prouvé dans le langage de 'arithmétique de Peano.

1. Les fonctions récursives primitives

Les fonctions récursives primitives sont les fonctions qui sont « faciles a calculer » au sens du chapitre
précédent, c’est-a-dire qu'on peut en calculer les valeurs a I'aide d’'un algorithme n’utilisant que des
boucles « pour ».

Ce sont des fonctions f : N’ — N. Elles sont définies a partir de trois fonctions de base et deux opérations
élémentaires. Cependant, cet ensemble contient toutes les fonctions et opérations usuelles sur les entiers :
addition, multiplication, puissance, ...

1.1. Définition

On note 7, = {f : N’ > N} et F = Up21 F,. On rappelle que N’ = N x --- x N. On notera souvent le
p-uplet (xy,...,x,) € NP par x. Les éléments de F sont donc des fonctions de p variables (ou p peut
varier d’une fonction a l'autre).
La définition des fonctions récursives repose sur trois fonctions de base et deux opérations.
Fonctions de base

 Z :la fonction nulle

Z:N—N
x+—0
S :la fonction successeur
S:N—N
x—x+1
. Pl.p : les projections (pour 1 <i < p).
P/ :NP—N
(X150005Xp) — X;

Opération de composition



FONCTIONS RECURSIVES PRIMITIVES 2

» Données: fi,...,f; : NP > Net g :NT - N.
« Composition : la fonction g(fi,..., f;) : NP — N définie par

X = g(fl(x)z* . ':fq(x))

Opération de récurrence
» Données :
— ¢:NP >N (initialisation)
— h:NP*2 5 N  (étape de récurrence)
« Nouvelle fonction f : NP*! — N définie par :

fx,0)=g(x) et f(xy+1)=h(xy,f(xYy))

Il faut y voir une récurrence comme pour toute suite définie par une initialisation u, et une relation
up4+1 = h(n,u,). La récurrence se fait sur la derniere variable (ici y).

Définition.
L'ensemble PR des est le plus petit ensemble de F qui contient Z, S, Pl.p
(pour tout p > 1, 1 <i < p) et qui est stable pour les opérations de composition et de récurrence.

Que signifie « étre stable »? Par exemple, pour la composition, si fi,...,f, € PR et g € PR, alors la
composée g(fy,..., fy) est encore dans PR. Idem pour 'opération de récurrence.

Note. Le terme « récursive primitive » est mal choisi, mais c’est la terminologie usuelle. Un nom plus
évocateur serait celui de fonction « facilement calculable », mais ce terme est utilisé dans d’autres
situations.

1.2. Premiers exemples

(a) Fonctions constantes N —» N

Les fonctions constantes f : N — N sont récursives primitives. On le sait pour la fonction nulle Z. Pour la
constante 1, on calcule S(Z(x)) =S(0) =1, donc f =S o Z est récursive primitive comme composée de
deux fonctions de base. Plus généralement, x — k est dans PR (par k compositions de S appliquées a Z).

(b) Fonctions constantes N*> — N
Soit k € N un entier fixé. On définit :

« initialisation : g : N — N, la fonction constante égale a k, qui est dans PR.

o étape de récurrence : h : N® — N définie par h(x, y,z) = z. C’est la projection P2, donc elle est

récursive primitive.

L’opération de récurrence construit la fonction f : N> — N appartenant a PR telle que f(x,0) = k et
f(x,y +1) = f(x,y). Par récurrence sur y, f(x,y) = k pour tout y. Donc f : N> - N, (x,y) — k est
récursive primitive.

On prouverait, par récurrence sur p, que toute fonction constante f : N’ — N est récursive primitive.

(c) Opérations arithmétiques élémentaires

Proposition 1.

Les fonctions suivantes sont récursives primitives :
o laddition : N> - N, (x,y)— x+y
o la multiplication : N> - N, (x,y) = x x y
o lexponentiation : N> - N, (x,y) — x”

Démonstration.
o L’addition vérifie la relation de récurrence : x + (y + 1) = (x + y) + 1. Ainsi on pose I'initialisation
g : N — N définie par g(x) = x (en fait g(x) = Pl1 (x) = x est donc récursive primitive). Ensuite on
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pose h : N® — N définie par h(x, y,z) = S(z) (en fait h = S o P2, donc h est récursive primitive). Par
Popération de récurrence on obtient f : N> — N récursive primitive.
Vérifions que f(x,y) = x + y. On fixe x et on fait une récurrence sur y.
— Pour y =0, f(x,0)=g(x)=x=x+0.
— Supposons f(x,y)=x+y. Alors :
flo,y+D)=h(x,y,f,y) =S, y)=fl,y)+1=(x+y)+1=x+(y+1)
On a prouvé par récurrence sur y que pour tout x, y, f(x,y) = x+y. On savait que f était récursive
primitive, donc I'addition I'est aussi.
 Pour la multiplication, on utilise la relation x x (y +1) = x x y + x. Ce sera a faire dans les exercices.

» L'exponentiation est aussi a faire dans les exercices.
O

(d) La soustraction entiere

Proposition 2.
 La fonction prédécesseur prec : N — N,

x—1 six>1
prec(x) = )
0 stx=0

est récursive primitive.

e La N2 > N, (x,y) — x = y est aussi récursive primitive.
. X—y Six=>y
x= y= )
0 sinon
Démonstration.

 La fonction prec : N — N vérifie la relation de récurrence suivante : prec(0) = 0, et pour y > 0,
prec(y + 1) = y. Cela en fait intuitivement une fonction récursive primitive. Mais techniquement
c’est un peu plus compliqué car I'opération de récurrence fournit une fonction f : N°*! — N. On
procede ainsi :

— g(x)=Z(x) =0 est dans PR.

— h(x,y,2) =P;(x,y,z) =y est aussi dans PR.

Donc f : N2 — N définie par f(x,0) = 0 et qui vérifie f(x,y + 1) =h(x,y, f(x,y)) = y est dans PR.
Ainsi f (x, y) est récursive primitive.

Note : f(x,y) est une fonction de deux variables ot la variable x ne sert a rien. On s’en débarrasse
par la composition suivante : prec : N — N, définie par prec(y) = f(P{(¥),P{(¥)) = f(y,y) qui est
donc bien récursive primitive.

» La soustraction entiére vérifie la relation de récurrence : x =~ 0 =x et x = (y + 1) = prec(x = y).
On pose g(x) = P}(x) = x et h(x, y,z) = prec(P3(x, y,2)) = prec(z). Puisque g et h sont récursives
primitives, par I'opération de récurrence, on obtient une fonction f : N> — N récursive primitive qui
vérifie f(x,y)=x= y.

[

1.3. Remarques

 Autre définition de PR. On peut aussi définir 'ensemble des fonctions récursives primitives « par le
bas ».

PRy ={Z,S} U{P{})>11<icp
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PR,,, = PR, U {fonctions obtenues par opération de composition a partir de PR, }

U {fonctions obtenues par opération de récurrence a partir de PR,,}
Et alors PR = J,» o PR,.

o Variables. On peut permuter les variables comme on veut. Par exemple, si f : N> - N, (x, y) — f(x,y)
est récursive primitive, alors (x,y) — f(y,x) est aussi récursive primitive. En effet, f(y,x) =
f (Pzz(x, ¥), Plz(x, ¥)). Ainsi, on utilise souvent les variables x, y,z directement et dans 'ordre que
'on veut.

o Fonctions f : N’ — N. Les éléments de N? sont des p-uplets (x, ... ,Xp). Pour p =0, N est constitué
d’un seul 0-uplet noté (). Ainsi N° = {()} et une fonction f : N° — N n’a qu’une seule valeur (car il y
a un seul élément dans son ensemble de départ), c’est donc une fonction constante.

Pour l'instant nous avions exclu ce cas p = 0. Mais cela peut étre utile de I'autoriser et d’ajouter par
convention que les fonctions f : N° — N sont récursives primitives (elles sont considérées comme des
constantes).

Cette convention permet d’utiliser 'opération de récurrence avec p = 0. Cela simplifie la preuve
que la fonction prec est récursive primitive (en effet, dans la preuve, la variable x était inutile). On
renvoie aux exercices pour montrer que n! est récursive primitive avec cette méthode.

1.4. Algorithmes

Faisons le lien avec le chapitre précédent. Si f : N’ — N est une fonction récursive primitive, alors quel
que soit x € NP, on peut calculer f(x) par un algorithme n’utilisant que des boucles « pour » (avec un
nombre d’itérations bien contr6lé).

Si on veut démontrer que les fonctions de PR vérifient une certaine propriété, il suffit de la vérifier pour
les trois fonctions de base et de montrer que cette propriété est conservée par application des opérations
de composition et de récurrence.

Il est clair que Z(n) =0, S(x)=x+1 et Pip (x) = x; sont calculables facilement. Si f est la composée
g(f1,...,fq) et qu’il existe des algorithmes faciles pour fi,..., f, et g, alors on calcule y; = f1(x),...,y, =
fq(x) par ces algorithmes, puis g(y,...,y,) qui donne ainsi f (x) par une suite finie d’algorithmes faciles.
Si f est obtenue par opération de récurrence : f(x,0) = g(x) est supposé se calculer par un algorithme
facile, ce qui permet de calculer f(x,1) = h(x,0, f(x,0)) ou h se calcule par un algorithme facile. De
proche en proche, on calcule f(x,2), f(x,3),... jusqu’a la valeur voulue.

2. Ensembles et prédicats

2.1. Ensembles

Définition.
SoitAc NP. La x4 : NP — N est définie par :

1 sixeA

xa(x) = .

0 sinon
On la note aussi parfois 1,.
Définition.
Un ensemble A ¢ NP est un si sa fonction caractéristique y, est une fonction

récursive primitive.

Par exemple, 'ensemble A C N des entiers pairs est un ensemble récursif primitif. En effet, on peut
définir sa fonction caractéristique par la relation de récurrence suivante :

2a0)=1 et ya(n+1)=1= yu(n)
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Ceci fait de y, une fonction récursive primitive.

Proposition 3.
Si A et B sont des ensembles récursifs primitifs de NP, alors les ensembles AUB, AN B et NP \ A sont aussi des
ensembles récursifs primitifs.

Pour la preuve, on a besoin de la sgn : N — N définie par :
0 sin=0
sgn(n) = ,
1 sin>0

Elle est récursive primitive car elle s’écrit aussi sgn(n) =1-= (1= n).

Démonstration. Les fonctions caractéristiques de ces ensembles s’expriment a I’aide des fonctions récur-
sives primitives y, et yp :

* XanB = XA X XB

* Xaup = sgn(xa+ x5)

s Invva=1" Xa

Proposition 4.
Si f est une fonction récursive primitive et A= {x € NP | f(x) = 0}, alors A est un ensemble récursif primitif.

Démonstration. On a y,(x)=1= f(x). O

Proposition 5 (Définition par cas).
Soient g,h : N’ — N des fonctions récursives primitives et A C NP un ensemble récursif primitif. La fonction
f : NP — N définie par :
g(x) sixeA
fx)= ,
h(x) sinon
est une fonction récursive primitive.

Démonstration. On peut écrire f(x) = g(x) X xa(x) +h(x) x ynp\a(X). Elle s’exprime comme somme et
produits de fonctions récursives primitives, donc I'est également. O

2.2. Prédicats

Définition.

Un prédicat P : NP — {V,F} a p places est un si ’ensemble
A= {xe NP | P(x) est vrai}

est un ensemble récursif primitif.

Autrement dit, cela signifie que la fonction caractéristique :

1 si P(x) est vrai

(x)=
X 0 sinon

est une fonction récursive primitive.

Proposition 6.

Si P et Q sont des prédicats a p places récursifs primitifs, alors les prédicats =P, PAQ, PVQ,P - Q, P <+ Q
le sont aussi.

Démonstration. Notons A et B les ensembles récursifs primitifs associés respectivement a P et Q.
» L'ensemble NP \ A est un ensemble récursif primitif, donc =P est un prédicat récursif primitif. (Autre
démonstration : y_p(x) =1- yp(x).)
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» Le prédicat P A Q a pour ensemble associé AN B qui est bien un ensemble récursif primitif (ou bien
xraQ(X) = xp(X) X xo(x)).

* Le prédicat P vV Q a pour ensemble associé¢ AUB (ou bien ypyq(x) = sgn(xp(x) + xq(x))).

o Pour les connecteurs — et «—, ils peuvent s’exprimer a I'aide des connecteurs précédents.

O
Proposition 7.
Les prédicats « x > y » et « x > y » sont récursifs primitifs.
Démonstration. Leurs fonctions caractéristiques s’écrivent :
« 2>(x,y)=sgn(x = y)
« =, y)=sgn((x+1)= y)
O

2.3. Schémas bornés

Rechercher des éléments définis par un minimum, ou par les quantificateurs V ou 3, conserve le caractere
récursif primitif a condition qu’ils soient bornés. Ce sera fondamental pour les applications a 'arithmétique
que l'on verra juste apres.

Schéma du minimum borné
Soit P(x, t) un prédicat. Fixons x et y. On peut considérer :
min{t < y | P(x, t) est vrai}.
Sil'ensemble {t < y | P(x,t) est vrai} est vide, on pose par convention min =y + 1.
Si A est un ensemble, on définit de méme :
min{t < y | (x,t) €A}
Proposition 8.
Si P est un prédicat récursif primitif, alors la fonction f (x,y) définie par :
f(x,y)=min{t < y | P(x,t) est vrai}

est une fonction récursive primitive.
Il en est de méme pour un ensemble A récursif primitif.

Exemple.
Considérons la fonction racine carrée entiére N — N, qui a y associe | ,/y | (par exemple | v10] = 3).
En fait, | ,/¥] est le plus petit entier dont le carré de son successeur dépasse y, c’est-a-dire :

lvyI=min{t <y [(t+1)*>y}

C’est donc une fonction récursive primitive.

Démonstration. Intuitivement, pour x fixé et y fixé, il y a un nombre fini de valeurs t < y a tester, c’est
donc facile a calculer au sens algorithmique. Fixons x et trouvons la formule de récurrence.
o Initialisation : (y = 0). Si P(x,0) est vrai, on pose g(x) = 0, sinon g(x) = 1 (par la convention
min =y + 1).
» Formule de récurrence. On cherche f(x,y +1) = min{t <y + 1| P(x,t)}. On trouve une formule par
disjonction de cas (voir la Proposition 5) :

f&y) sifxy)<y
fx,y+1)={y+1 sif(x,y)=y+1etP(x,y+1)estvrai
y+2 sif(x,y)=y+1etP(x,y+1)estfaux
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Quantification bornée

Proposition 9.

Soit A C NP un ensemble récursif primitif. Alors les ensembles :
e B= {(x,y) [Vt <y, (xt) EA}
e C= {(x,y) |dt <y, (%, t) GA}

sont aussi des ensembles récursifs primitifs.

7 . _ _ _ y _
Démonstration. Notons A, = {(x,t) € A}. Alors yg = ya, X xa, X =++ X Xa, = l_[tIOXAt et yo =
sgn (Z{:o xa, ) La somme et le produit bornés se définissent facilement par 'opération de récurrence. [

Cela fonctionne aussi sous la forme de prédicat. Par exemple, « étre un carré parfait » est un prédicat
récursif primitif. On rappelle que y est un carré parfait s’il existe t tel que y = t2 (0,1,4,9,16,25,...
sont des carrés parfaits). Ce prédicat se définit par la quantification bornée :

<y, y=t>

2.4. Arithmétique

Proposition 10.

Les fonctions suivantes sont récursives primitives :
e q(x,y) le quotient de la division euclidienne de x par y (avec la convention q(x,0) = x + 1).
o 1(n) qui calcule le n-iéme nombre premier.
 exposant(n,i) qui calcule Uexposant de n(i) dans la décomposition de n en facteurs premiers.

Proposition 11.
L’ensemble P des nombres premiers est un ensemble récursif primitif.

Nous allons prouver ces deux propositions ensemble.

Démonstration.
e q(x,y)=min{q < x| (g+1) x y > x} est donc récursive primitive.
o Lereste r(x,y)=x—= (q(x,y) x y) 'est aussi.
» Le prédicat est_divisible(x, y) (qui vaut vrai si y divise x) s’obtient par r(x,y) = 0. C’est donc un
prédicat récursif primitif.
« Ftre un nombre premier, c’est étre un nombre strictement plus grand que 1 et ne pas avoir d’autres
diviseurs que 1 et lui-méme. Ainsi P est un ensemble récursif primitif :

P= {x | x > 1} N {x |Vy <x (y =1Vy= xVﬂest_diVisible(x,y))}

De facon équivalente, le prédicat est_premier(n) est récursif primitif.
» La fonction 7(n) qui renvoie le n-ieme nombre premier (noté r,, avec 7t; = 2) vérifie la relation de
récurrence suivante, qui en fait une fonction récursive primitive :

n(n+ 1) = min {t <nan)+1]|t>n(n)A est_premier(t)}

On rappelle qu’il existe toujours un nombre premier entre 7, et 7,!+ 1 (ou méme entre m et 2m).
» L'exposant de 7; dans la décomposition de n en facteurs premiers est défini par :

exposant(n, i) = min {k < n | —est_divisible(n, nifﬂ)}

C’est donc bien une fonction récursive primitive.

Terminons par un contre-exemple célébre.
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Exemple.
La fonction d’Ackermann A : N? — N n’est pas récursive primitive. Elle est définie ainsi :

e AO,n)=n+1

e A(m+1,0)=A(m,1)

e A(m+1,n+1)=A(m,A(m+1,n))
Pour m fixé, la fonction A, : N — N, n — A(m, n) est récursive primitive. Mais la fonction A : N> — N ne
l'est pas a cause de la récurrence imbriquée qui la fait croitre plus vite que n’importe quelle fonction
récursive primitive.

3. Application au codage de Godel

Nous allons justifier, dans le monde des entiers, que toutes les opérations que I'on souhaite faire sur les
nombres de Godel se font par des fonctions récursives primitives, c’est-a-dire comme on l'avait présenté
avant, que les calculs se font par des algorithmes avec des boucles « pour ».

3.1. Longueur, exposant, concaténation, substitution

On considére un nombre de Godel n = rcil X eoe X Trfl (avec les ¢; > 1).
» On veut d’abord pouvoir retrouver [ a partir de n de facon récursive primitive :

longueur(n) = min{i < n | 7;,; ne divise pas n}

» On a déja étudié la fonction exposant(n,i) qui renvoie 'exposant c;. On sait ainsi décoder un nombre
de Godel par une fonction récursive primitive.

. - Lo . l i I j
« On a vu au chapitre précédent la formule de la concaténation. Sin=[]_, ;" etm = ]_[j:1 .

j
alors :
l/
_ B;
nxm=—nx l_[ ﬂ'-j-i—l
j=1

Ce sont des produits finis, donc c’est une opération récursive primitive.

» Considérons la fonction substitution(p, v, n) : pour une formule P (donnée par son nombre de Godel
p), de variable libre x (donnée par son code v), elle renvoie le code de Godel de P(n) (C’est-a-dire
P(n/x)).

« On commence par extraire chaque code ¢; de P, on compare ce code a celui de la variable x, si c’est le
meéme on remplace ce symbole par le terme n en utilisant la concaténation. C’est donc une succession
de fonctions récursives primitives, donc la substitution est une fonction récursive primitive.

3.2. Variables, termes, formules

Décider si un entier n représente une variable, un terme, ou une formule valide sont des prédicats
récursifs primitifs. On renvoie au chapitre précédent sans s’étendre davantage.

 est_variable(n)

o est_terme(n)

o est_formule(n)
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3.3. Axiomes de Peano

On nous donne un entier n (un nombre de Godel) et on doit décider si la formule qu’il encode est un
des axiomes de Peano. Prenons I'exemple du premier axiome de Peano « Vx S(x) # 0 » que 'on écrirait
dans £, par « Yx—Sx = 0 », on note n; son nombre de Godel.

Pour savoir si n code la formule de cet axiome, il suffit de tester si n = n;. On fait cela pour les sept
axiomes.

La difficulté vient des axiomes de récurrence :

Recp(ay,y 1 P(0) A [VJ’ P(}’)—’P(S(J’))] -  ¥Yx P(x)

Il s’agit d'un schéma d’axiomes, il y a un axiome pour chaque formule P(x). Il y a donc a priori une
infinité de formules et de variables a tester. Mais heureusement, pour un nombre de Gédel n donné, si x
est une variable présente dans la formule de n, alors son code v est nécessairement inférieur a n. De
méme, si P est une sous-formule de la formule n, alors son code p vérifie aussi p < n.

On peut ainsi construire un prédicat récursif primitif sous la forme :

est_axiome recurrence(n) =3P decodep<n 3Ix decodev<n 3Ty decodew<n
tel que est_formule(P) ET est_variable(x) ET est_variable(y)
ET n code la formule Recp(,)

Ainsi on sait détecter tous les axiomes de Peano de facon récursive primitive.

3.4. Preuves a la Hilbert

Dans les deux premiéres parties de ce livre, nous avons présenté les preuves avec leurs regles d’inférence
dans leur écriture en déduction naturelle. Comme son nom l'indique, les preuves en déduction naturelle
ont une écriture proche de I'écriture d’'une preuve mathématique. Cependant il y a des hypothéses et
des sous-hypotheses, et cette présentation n’est pas adaptée a un traitement algorithmique.
Nous allons voir I'écriture dans le systeme de Hilbert qui est plus adapté au codage de Godel.

» Tout d’abord on se passe d’hypothéses. Si on devait prouver P + Q, on prouverait - (P — Q).

Il n’y a qu'une seule regle d’inférence pour la logique propositionnelle :

P,P—>Q F Q (modus ponens)

 Par contre on a 'apparition d’axiomes qui sont des formules supposées toujours vraies (quel que soit
ce que I'on souhaite démontrer).

Pour la logique propositionnelle il y a trois axiomes (il existe des variantes, ici la variante de
Lukasiewicz) :

1. P—>(Q—P) (ajout d’hypothése)
2. P-(Q->R)—>({(P—>Q) —(P—R)) (distribution de I'implication)
3. ("Q@—>-P)—>(P— Q) (contraposée)

« Ainsi pour vérifier si une suite P;,...,P; de formules est bien ’écriture d’une preuve de 9, il suffit

que pour tout i :

— soit P; est un des axiomes,

— soit P; est obtenu par modus ponens a partir des lignes précédentes, c’est-a-dire qu’il existe j,k < i
tels que Py soit P; — P,

et enfin on vérifie que P; = Q.

Pour la logique du premier ordre, on ajoute les axiomes suivants :

— (Vx P(x)) = P(t)

— [Vx (P—- Q(x))] — [(73 — Vx Q(x))] si P ne contient pas de variable libre x.

— X=X
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— x=y = (P(x)—>P(y))
» Et on ajoute une seconde regle d’'inférence, qui est une variante de la régle d’introduction de V :

si FP alors FVYxP

3.5. Etre une preuve

Ainsi on comprend que vérifier si un super-nombre de Godel N est une preuve de n se fait facilement a
l'aide du systéeme de Hilbert. On rappelle qu'on n’a pas d’hypotheses (pour prouver I' - Q, on prouve
F (T — Q)), que les régles d’inférence sont trés simples (modus ponens et introduction de V) et qu'une
preuve est juste une suite linéaire de formules.
On construit ainsi un prédicat est_preuve(N, n) récursif primitif qui vérifie si la suite de formules P;
codée par le super-nombre de Godel N est bien une preuve valide de la formule codée par le nombre de
Godel n.
La construction de ce prédicat se fait ainsi (pour la logique propositionnelle) :

 extraire de N les expressions P;, i = 1,...,1 et de n 'expression Q,

« vérifier que ces expressions sont des formules valides,

e pour chaquei=1,...,l:
— Vérifier si P; est un axiome,
— ou si P; se déduit par modus ponens des lignes précédentes (C’est-a-dire qu’il existe j,k < i tels

que Py soit P; — P;).

vérifier si la derniere formule P; est bien Q.
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