Fonctions usuelles

1. Logarithme et exponentielle

Logarithme Le In :]0,+oc0[— R.
Proposition. 1. In(a x b) =Ina +Inb (pour tout a,b > 0),
2. ln(%) =—Inaq,
3. In(a") =nlna, (pour tout n € N)
4. In est une fonction continue, strictement croissante et définit une bi-
jection de 10, +oo[ sur R,
5 In'(x)= % pour tout x > 0,
6. In(1)=0, In(e) =1,
7. limy_, 0o BX =0,

In(14x) _
- =1L

9. la fonction In est concave et Inx < x — 1 (pour tout x > 0).

8. lim,_,q

y

Inx

(=}

In(x)
In(a)

. De sorte que log,(a) = 1.
log;o qui vérifie

— Le log, (x) =
— Pour a = 10 on obtient le
log;0(10) =1 (et donc log;((10™) = n).

x=10" & y =log;y(x)

— En informatique intervient le logarithme en base 2 : log,(2") = n.
Exponentielle
La fonction , notée exp : R —]0,+00[ est la bijection réci-
proque de In :]0,+00[— R. Pour x € R on note aussi e* pour exp x.

y expx

0

Proposition. La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes :
1. exp(a+ b) =-exp(a) x exp(b)
2. exp(nx) = (expx)"
3. exp : R —]0,+00[ est une fonction continue, strictement croissante
vérifiant lim, _, o, expx =0et lim,_,, o, exp = +00.
4. exp(l)=e=~2,718...

. exp x
5. limy 40 T = +00,

6. La fonction exponentielle est dérivable et exp’ x = expx, pour tout
Xx €R. Elle est convexe et expx = 1+ x.

Lien logarithme/exponentielle :

| exp(Inx) = x pour tout x >0 | et| In(exp x) = x pour tout x € R
Pourx eRety>0:

| y=exp(x) &< x=In(y)

Puissance
Par définition, pour a >0 et b € R,

ab = exp(blna)

Remarque.
— ﬁ:a% =exp(%lna)
— \”/Eza%zexp(%lna) (la de a)

— Les fonctions x — a* s’appellent aussi des fonctions exponen-
tielles et se ramenent systématiquement a la fonction exponentielle
classique par I'égalité a* = exp(xIna). Il ne faut surtout pas les
confondre avec les fonctions puissances x — x%.

Soit x,y >0eta,beR.

(Xy)a — xaya (Xa)b — xab

xa

In(x*)=alnx

2. Fonctions circulaires inverses

Arccosinus
La restriction cos| : [0,7] — [—1,1] est une bijection. Sa bijection réci-
proque est la fonction :

arccos: [—1,1] — [0, 7]

cos(arccos(x)) =x Vxe[-1,1]
arccos(cos(x)) =x Vxe[0,n]

Si xe[0,n] cos(x) =y <= x =arccosy
arccos’(x) = ! Vxel-1,1[
Vv1—x2 ’
Arcsinus
La restriction sin, : —%,+%]— [—1,1] est une bijection. Sa bijection ré-

ciproque est la fonction :

aresin : [—1,1] = [—5,+7]




sin ( arcsin(x)) =x
arcsin ( sin(x)) =x

| Si xe[-%,+%]

sin(x) =y <= x =arcsiny

arcsin’(x) =

1
V1—x2

Vxe]-1,1[

Arctangente

La restriction tan, :]— %, + 7[— R est une bijection. Sa bijection réciproque

est la fonction

arctan: R —=]—Z,+%[
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| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
I -7 | | TT | X
T T T T
| - % | % | 377[ |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
y
o
2
,,,,,,,,,,,,,,,,, oo
arctan x
0 X
,,,,,,,,,,,,,,,,, o oo -
_r
2
tan ( arctan(x)) VxeR

=x
arctan (tan(x)) =x

Vxel-Z,+%[

| si xel-5.+30

tan(x) =y & x =arctany

arctan’(x) =

1

1+ x2

VxeR

3. Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

Pour x € R, le est :

eX+e ™
2

chx =

La restriction ch, : [0,+00[— [1, +00[ est une bijection. Sa bijection réci-
proque est Argch : [1,+00[— [0, +oo[.

Y chx
shx
1
0 1 X
y
Argshx
Argchx
1
0 1 x
Pour x € R, le est:
X _ X
shx =
2

sh : R — R est une fonction continue, dérivable, strictement croissante
vérifiant lim, , o, shx = —o0 et lim,_,,, shx = +00, c’est donc une
bijection. Sa bijection réciproque est Argsh: R — R.
Proposition.

— ch?x—sh®x=1

— ch/x =shx, sh’x =chx

— Argsh : R — R est strictement croissante et continue.

— Argsh est dérivable et Argsh’ x = ‘/ﬁ
— Argshx = ln(x +Vx2+ 1)
Par définition la est :
shx
thx = —
x chx

La fonction th : R —»]—1, 1[ est une bijection, on note Argth: ]—1,1[— R
sa bijection réciproque.
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