Les nombres réels

1. Lensemble des nombres rationnels Q

L’ensemble des est Q= {% lpez,qe N*} .

Proposition. Un nombre est rationnel si et seulement s’il admet une écriture
décimale périodique ou finie.

Proposition. v/2 n’est pas un nombre rationnel : | V2 ¢ Q

La démonstration classique par 'absurde est a connaitre !
On représente les nombres réels sur la « droite numérique » :
V2 e

-3 -2 -1 0 1 2

DIy

V2>1,4142... n~ 3,14159265.: ex~2718...
La droite numérique « achevée » est : R = RU {—00, 00}

2. Propriétés de R

Proposition (addition et multiplication). (R, +, X) est un corps commuta-
tif. C’est-a-dire, pour a,b,c € Rona:

axb=bxa
Ixa=asia#0
ab=1 (:)a:%
(@axb)xc=ax(bxc)

a+b=b+a
O+a=a

a+b=0 <= a=->b
(a+b)+c=a+(b+c)

ax(b+c)=axb+axc
axb=0 < (a=0o0ub=0)

Proposition (Ordre). La relation < sur R est une relation d’ordre, et de plus,
elle est totale. Nous avons donc :

— pourtout x €R, x < x ( ),

— pourtoutx,y €R,six<yety<xalorsx=y(: ),
— pourtout x,y,z€Rsix <yety<zgalors x <z ( ),

— pourtout x,y ER,onax<youy<x( ).

Proposition (Propriété d’Archimede). R est , Cest-a-dire :
Pour tout réel x, il existe un entier naturel n strictement plus grand que x.
Proposition. Soit x € R, il existe un unique entier relatif, la

notée E(x), tel que :

E(x)Sx<E(x)+1

Yy
Yy =E(x)
1
0 1 X
Pour un nombre réel x, on définit la de x par:

—x six<O0

x six =0
x| =

y

y=|x

Proposition.
1. [x|=Z0; |—x|=l|x]; |x|>0<= x#0
2. VxZ=|x|
3. Ixyl=Ixllyl
4. lx+y| <lx|+ 1yl
5. [l = Iy < e =yl

Sur la droite numérique, |x — y| représente la distance entre les réels x et
y; en particulier |x| représente la distance entre les réels x et 0.

x| [x =yl

Deplus |[x—a|<r < xela—r,a+r[.

3. Densité de Q dans R
Définition. Soit a un réel, V C R un sous-ensemble. On dit que V est un
de a s'il existe un intervalle ouvert I telquea€letI CV.
Théoréme.
1. Qest dans R : tout intervalle ouvert (non vide) de R contient
une infinité de rationnels.

2. R\Q est dense dans R : tout intervalle ouvert (non vide) de R contient
une infinité d’irrationnels.

4. Borne supérieure

Maximum, minimum
Définition. Soit A une partie non vide de R. Un réel a est un

(ou YdeAsi:

a€A et Vx€eA x<a.

S’il existe, le plus grand élément est unique, on le note alors maxA.
Le de A, (ou ) noté minA, s’il existe est le réel
atelqueacAetVx €A x = a.
Le plus grand élément ou le plus petit élément n’existent pas toujours.
Définition. Soit A une partie non vide de R. Un réel M est un de
AsiVx €A x <M.

Un réel m est un deAsiVx €A x=m.

Si un majorant (resp. un minorant) de A existe on dit que A est
(resp. ).
Définition. Soit A une partie non vide de R et o un réel.
— aestla de A si a est un majorant de A et si c’est
le plus petit des majorants. S’il existe on le note supA.
— aestla de Assi a est un minorant de A et si C’est le
plus grand des minorants. S'il existe on le note infA.

Théoréme (R4). Toute partie de R non vide et majorée admet une borne
supérieure.

De la méme facon : Toute partie de R non vide et minorée admet une borne
inférieure.

Proposition (Caractérisation de la borne supérieure). Soit A une partie non
vide et majorée de R. La borne supérieure de A est l'unique réel supA tel que

(i) six €A, alors x < supA,
(i) pour tout y < supA, il existe x € Atel que y < x.
Caractérisation tres utile de la borne supérieure.

Proposition. Soit A une partie non vide et majorée de R. La borne supérieure
de A est Uunique réel supA tel que

(i) supA est un majorant de A,

(i) il existe une suite (x,),ey d’éléments de A qui converge vers supA.
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