Intégrales

1. Lintégrale de Riemann

Fonction en escalier

Une fonction f : [a,b] — R est une s’il existe une sub-
division (xg,xq,...,X,) et des nombres réels cy,...,c, tels que pour tout
ie{l,...,n}onait Vx € Ix;_1,x;[ f(x)=¢.

Autrement dit f est une fonction constante sur chacun des sous-intervalles
de la subdivision.

Lintégrale d’une fonction en escalier est :

b n
f FO)dx = cix; —xi-1)
a i=1

¢7

€1
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c3 —

Chaque terme c;(x; —x;_;) est l'aire algébrique du rectangle compris entre
les abscisses x;_; et x; et de hauteur c;.

Fonction intégrable

Notation : f < g signifie f(x) < g(x) pour tout x € [a, b].

Soit f : [a, b] — R bornée. On définit :

b
I (f) :sup{f ¢(x) dx | ¢ en escalier et ¢ <f}

b
I"(f) :inf{J ¢(x) dx | ¢ en escalier et ¢ >f}

Onal (f)<I*(f).
Une fonction bornée f : [a,b] — R est dite (

) siI=(f)=1I%(f). On note alors ce nombre fabf(x) dx.
Théoréme. Si f : [a, b] — R est continue alors f est intégrable.

Et aussi :
— Si f :[a,b] — R est continue par morceaux alors f est intégrable.
— Si f :[a,b] — R est monotone alors f est intégrable.

2. Propriétés
Les fonctions sont supposées intégrables.

a a b
J f(x)dx=0 etpoura<b J f(x)dxz—J f(x)dx.
a b a

Relation de Chasles
Pour a, b, c quelconques :

b c b
Jf(x)dxzj f(x)dx+f f(x)dx

Positivité de l'intégrale

Proposition.

L'intégrale d’une fonction positive est positive :

b
Si f>=0 alors ff(x)dx?O
a

Variante :

b b
Sif<g alors J f(x)dx QJ g(x)dx
Linéarité de l'intégrale ¢ ¢
Pour tous réels A, u

b

b b
j (Af () + pg(x)) dx = 2 f f(X)dX+uj g(x) dx

b
j f(x)dx

b
<f |f o) dx

3. Primitive

Définition. Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle. F : I - R
est une de f si F est une fonction dérivable sur I vérifiant
F’(x) = f(x) pour tout x € I.

Trouver une primitive est donc I'opération inverse de calculer la fonction
dérivée. Trouver une primitive permet de les trouver toutes.

Proposition. Si F : I — R est une primitive de f, alors toute primitive de f
sécrit G=F+couceR.

Primitives des fonctions usuelles

fexdxzex+c sur R

fcosx dx =sinx+c surR

fsinxdxz—cosx+c sur R
n+1
fx“dxz’:lJr1 +c (neN) surR

fx“ dx = %+c (a e R\ {—1}) sur ]0,+o00[

a
f%dx:1n|x|+c sur ]0,+0o[ ou ]—00,0[
fshx dx=chx+c,fchx dx=shx+c surR

f % =arctanx +c¢ surR

dx _ [ arcsinx+c _
f‘/lfxz _{ F —arccosx + ¢ sur |- 1,1

f dx | Argshx+c R
Vet | In(x+vxZ+1)+c W

dx _ | Argchx+c
fvxz—l_ In(x+vx2=1)+c

sur |1,+o00[

Relation primitive-intégrale
Théoréme. Soit f : [a, b] — R une fonction continue. La fonction F : I - R
définie par

F(x):j f(t)dt

est une primitive de f, c’est-a-dire F est dérivable et F'(x) = f (x).
Par conséquent pour une primitive F quelconque de f :

b
J f(&)dt =F(b)—F(a)

Notation. [F(x)]i = F(b)—F(a). Sil'on omet les bornes alors [F] désigne
la fonction F + ¢ ol ¢ est une constante quelconque.
Remarques :

1. F(x)= f; f(t) dt est méme 'unique primitive de f qui s’annule
ena.

2. En particulier si F est une fonction de classe ¢! alors

[PF(6)de=F(b)—F(a) |

Sommes de Riemann

Théoreme. Soit f : [a, b] — R une fonction intégrable, alors



4. Intégration par parties - Changement de variable

Intégration par parties

Théoréme. Soient u et v deux fonctions de classe €' sur un intervalle [a, b].

b b
f u(x)v/(x)dx = |:uv:|iJ —f u' () v(x)dx

Pour les primitives :

J u(x ' (x) dx = [uv] —j u'(x)v(x) dx

Changement de variable

Théoreme. Soit f une fonction définie sur un intervalle I et ¢ : J — I une
bijection de classe €. Pour tout a,b € J

@(b) b
f flx)dx = J fle®) ¢’ dt

v(a)

Si F est une primitive de f alors F o ¢ est une primitive de (f o Lp) .

Méthodologie.
— Trouver le bon changement de variable u = ¢(x).
— Effectuer le changement de I'élément différentiel du = ¢’(x) dx.
— Effectuer le changement de bornes : comme x variede... a... alors
uvariede...a...
— Appliquer la formule de changement de variable.

1/2 X dx

Exemple. Calcul de |, R

Soit le changement de variable u = ¢(x) = 1—x2. Alors du = ¢’(x) dx =
—2x dx.Pour x =0onau=@(0)=1etpour x =5 onauzap(%): %.
Comme ¢’(x) = —2x, ¢ est une bijection de [0, %] sur [1, %]. Alors

1/2 3/4 —d 3/4
[ S -
o (1—x2)3/2 ;w3 2 ),

1 —1/273/4 _
_5[_2“ ]1 =

5. Intégration des fractions rationnelles

Trois situations de base

On souhaite intégrer f(x) = —2*f

ax2+bx+c
Premier cas. Le dénominateur ax? + bx + ¢ posséde deux racines réelles

distinctes x1, x5 € R.
Ecrire f(x) = ax+p =4 4B
Alors

o)) = wx T xox; avec A,B € R a déterminer.

jf(x) dx =Aln|x —x;|+Bln|x —x,|+c¢

sur chacun des intervalles ] — 00, x1[, Jxq, x5[, Jxg, +00[ (si x7 < x3).
Deuxiéme cas. Le dénominateur ax? 4+ bx + ¢ posséde une racine double
xg €ER.

Alors f(x) = a(‘f:r(f)z = (X—?(o)z + Xf;x() avec A,B € R a déterminer.
Alors

A
f(x)dx=— +Bln|x —xq|+c¢
X —Xp
sur chacun des intervalles ] — 00, x[, Jxg, +00[.
Troisieme cas. Le dénominateur u = ax?+ bx +c ne posséde pas de racine
réelle.
i
. . . u ) as «
1. Faire apparaitre une fraction du type % (que I'on sait intégrer en
In|ul).
. 1 . .
2. Tlreste une partie du type ; qui par un changement de variable se

ramene a une expression ﬁ dont une primitive est arctanv.

Intégration des éléments simples
Une fraction rationnelle % s’écrit comme somme d’un polynéme E(x) €
R[x] (la partie entiére) et d’éléments simples d’'une des formes suivantes :

Y ax+f

—_— — "~ avecb?—4ac<0
(x —xg)k (ax2 + bx +c)k v “

1. On sait intégrer le polynéme E(x).

2. Intégration de 'élément simple m
(a) Sik=1 alors f )Ld;; =ylIn|x —xq| +co-
. d =
(b) Si k = 2 alors f (xtxz)k = yf(x —xo) K dx = #(x -
Xo )_k+1 + Co-
3. Intégration de I'élément simple %. On écrit cette fraction

sous la forme

ax+f _ 2ax+b 1
(ax2+ bx +c)k _Y(ax2+bx+c)’< (ax2+ bx +c)k

(@) Sik=1,calculde [ 220 gy = [ 0D gy — g fu(x)|+co =

ax2+bx+c u(x)
Injax? + bx +c| +¢q.
. 2ax+b B 9] —
) Si k > 2, caleul de [ 390 dx = [5) dx =

fﬂu(x)_’“r1 +cp= fﬂ(ax2 +bx +c)* 1 4 ¢,

(¢) Sik =1, calcul de f m dx. Par un changement de va-
riable u = px + q on se ramene a calculer une primitive du type

u
f 241 = arctanu +co.

(d) Sik = 2, calcul de fm dx. On effectue le change-

ment de variable u = px + q pour se ramener au calcul de
— du P . .
I = f @ Une intégration par parties permet de passer

de Ik a kal'

Intégration des fonctions trigonométriques
Les regles de Bioche. On note w(x) = f(x) dx. On a alors w(—x)
f(=x) d(—x) = —f(—x) dx et w(n —x) = f(r —x) d(w — x)
—f(m—x)dx.
— Si w(—x) = w(x) alors on effectue le changement de variable
u=cosx.
— Si w(m —x) = w(x) alors on effectue le changement de variable
u=sinx.
— Si w(m+ x) = w(x) alors on effectue le changement de variable
u=tanx.
Le changement de variable t = tan 3.
Les formules de la « tangente de I'arc moitié » permettent d’exprimer sinus,
cosinus et tangente en fonction de tan 3.

x
Avec t=tan— ona

1—t2 . 2t 2t
COSX = — sinx = tanx = ——
1+ t2 1+ t2 1—1¢2
2dt
et dx = ——.
1+t2
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