
Limites et fonctions continues

1. Notions de fonction

Une fonction est une application f : U → R, où U est une partie de R
appelé domaine de définition.
Le graphe d’une fonction f : U → R est la partie Γ f de R2 définie par
Γ f =
�

(x , f (x)) | x ∈ U
	

.

x

f (x)
(x , f (x))

Γ f

— f est majorée sur U si ∃M ∈ R ∀x ∈ U f (x)⩽ M ;
— f est minorée sur U si ∃m ∈ R ∀x ∈ U f (x)⩾ m ;
— f est bornée sur U si f est à la fois majorée et minorée sur U , c’est-

à-dire si ∃M ∈ R ∀x ∈ U | f (x)|⩽ M .
Voici le graphe d’une fonction bornée (minorée par m et majorée par M).

x

y
M
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— f est croissante sur U si ∀x , y ∈ U x ⩽ y =⇒ f (x)⩽ f (y)
— f est strictement croissante si ∀x , y ∈ U x < y =⇒ f (x) <

f (y)
— f est décroissante si ∀x , y ∈ U x ⩽ y =⇒ f (x)⩾ f (y)
— f est strictement décroissante si ∀x , y ∈ U x < y =⇒ f (x) >

f (y)
— f est monotone sur U si f est croissante ou décroissante sur U .

Un exemple de fonction croissante (et même strictement croissante) :

x y

f (x)

f (y)

Soit f : I → R une fonction définie sur un intervalle I symétrique par rap-
port à 0.

— f est paire si ∀x ∈ I f (−x) = f (x),
— f est impaire si ∀x ∈ I f (−x) = − f (x).
— f est paire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport

à l’axe des ordonnées (figure de gauche).
— f est impaire si et seulement si son graphe est symétrique par rap-

port à l’origine (figure de droite).
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Exemple. La fonction définie sur R par x 7→ x2n (n ∈ N) est paire. La fonc-
tion définie sur R par x 7→ x2n+1 (n ∈ N) est impaire.
Soit f : R→ R une fonction et T un nombre réel, T > 0. La fonction f est
périodique de période T si ∀x ∈ R f (x + T ) = f (x).

x x + T#»
i

f
f (x) = f (x + T )

Exemples. Les fonctions sinus et cosinus sont 2π-périodiques. La fonction
tangente est π-périodique.

2. Limites

Limite en un point
Soit f : I → R une fonction définie sur un intervalle I de R. Soit x0 ∈ R un
point de I ou une extrémité de I .

Définition. Soit ℓ ∈ R. On dit que f a pour limite ℓ en x0 si

∀ϵ > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ I |x − x0|< δ =⇒ | f (x)− ℓ|< ϵ

x
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x0
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ϵ

ϵ
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— L’inégalité |x − x0| < δ équivaut à x ∈ ]x0 − δ, x0 + δ[. L’inégalité
| f (x)− ℓ|< ϵ équivaut à f (x) ∈ ]ℓ− ϵ,ℓ+ ϵ[.

— L’ordre des quantificateurs est important, on ne peut pas échanger
le ∀ϵ avec le ∃δ.

Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme ]a, x0[∪ ]x0, b[.

Définition. On dit que f a pour limite +∞ en x0 si

∀A> 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ I |x − x0|< δ =⇒ f (x)> A

Limite en l’infini
Soit f : I → R définie sur un intervalle de la forme I = ]a,+∞[.
Définition.

— Soit ℓ ∈ R. On dit que f a pour limite ℓ en +∞ si

∀ϵ > 0 ∃B > 0 ∀x ∈ I x > B =⇒ | f (x)− ℓ|< ϵ

— On dit que f a pour limite +∞ en +∞ si

∀A> 0 ∃B > 0 ∀x ∈ I x > B =⇒ f (x)> A

Proposition.

Si une fonction admet une limite, alors cette limite est unique.

Soient deux fonctions f et g et x0 ∈ R ou x0 = ±∞.

Proposition. Si lim
x0

f = ℓ ∈ R et lim
x0

g = ℓ′ ∈ R, alors :

— lim
x0
(λ · f ) = λ · ℓ pour tout λ ∈ R

— lim
x0
( f + g) = ℓ+ ℓ′

— lim
x0
( f × g) = ℓ× ℓ′

— si ℓ ̸= 0, alors lim
x0

1
f
=

1
ℓ

De plus, si lim
x0

f = +∞ (ou −∞) alors lim
x0

1
f
= 0.

Proposition. Si lim
x0

f = ℓ et lim
ℓ

g = ℓ′, alors lim
x0

g ◦ f = ℓ′.

Formes indéterminées : +∞−∞ ; 0×∞ ;
∞
∞

;
0
0

; 1∞ ;∞0.

Proposition.
— Si f ⩽ g et si lim

x0
f = ℓ ∈ R et lim

x0
g = ℓ′ ∈ R, alors ℓ⩽ ℓ′.

— Si f ⩽ g et si lim
x0

f = +∞, alors lim
x0

g = +∞.

— Théorème des gendarmes

Si f ⩽ g ⩽ h et si lim
x0

f = lim
x0

h= ℓ ∈ R, alors g a une limite en x0 et

lim
x0

g = ℓ.

x0

f

h

glimx0
f = limx0

g = limx0
h
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3. Continuité en un point

Soit I un intervalle de R et f : I → R une fonction.
— f est continue en un point x0 ∈ I si

∀ϵ > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ I |x − x0|< δ =⇒ | f (x)− f (x0)|< ϵ

c’est-à-dire si f admet une limite en x0 (cette limite vaut alors né-
cessairement f (x0)).

— f est continue sur I si f est continue en tout point de I .

Proposition. Soient f , g : I → R continues en un point x0 ∈ I . Alors
— λ · f est continue en x0 (pour tout λ ∈ R),
— f + g est continue en x0,
— f × g est continue en x0,
— si f (x0) ̸= 0, alors 1

f est continue en x0.

Proposition. Soient f : I → R et g : J → R avec f (I) ⊂ J. Si f est continue
en un point x0 ∈ I et si g est continue en f (x0), alors g ◦ f est continue en
x0.

Prolongement par continuité
Soit I un intervalle, x0 un point de I et f : I \ {x0} → R une fonction.

— On dit que f est prolongeable par continuité en x0 si f admet une
limite finie en x0. Notons alors ℓ= lim

x0
f .

— On définit alors la fonction f̃ : I → R en posant pour tout x ∈ I

f̃ (x) =

¨

f (x) si x ̸= x0

ℓ si x = x0.

Alors f̃ est continue en x0 et on l’appelle le prolongement par conti-
nuité de f en x0.
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Suites et continuité

Proposition. Soit f : I → R une fonction et x0 un point de I. Alors :

f est continue en x0 ⇐⇒
pour toute suite (un) qui converge vers x0

la suite ( f (un)) converge vers f (x0)

En particulier : si f est continue sur I et si (un) est une suite convergente
de limite ℓ, alors ( f (un)) converge vers f (ℓ). On l’utilise pour l’étude des
suites récurrentes un+1 = f (un) : si f est continue et un→ ℓ, alors f (ℓ) = ℓ.

4. Continuité sur un intervalle

Théorème (Théorème des valeurs intermédiaires). Soit f : [a, b]→ R une
fonction continue sur un segment.

Pour tout réel y compris entre f (a) et f (b),
il existe c ∈ [a, b] tel que f (c) = y.
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Corollaire. Soit f : [a, b]→ R une fonction continue sur un segment.

Si f (a) · f (b)< 0, alors il existe c ∈ ]a, b[ tel que f (c) = 0.
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y
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Exemple. Tout polynôme de degré impair a au moins une racine réelle.

Corollaire.

Soit f : I → R une fonction continue sur un intervalle I . Alors f (I) est un
intervalle.

Attention ! Il serait faux de croire que l’image par une fonction f de l’inter-
valle [a, b] soit l’intervalle [ f (a), f (b)].

Théorème (Fonctions continues sur un segment). Soit f : [a, b]→ R une
fonction continue sur un segment. Alors il existe deux réels m et M tels que
f ([a, b]) = [m, M]. Autrement dit, l’image d’un segment par une fonction
continue est un segment.

x

y

a b

m

M

Si f est continue sur [a, b] alors f est bornée sur [a, b], et elle atteint ses
bornes.

5. Fonctions monotones et bijections

Soit f : E→ F une fonction, où E et F sont des parties de R.
— f est injective si ∀x , x ′ ∈ E f (x) = f (x ′) =⇒ x = x ′ ;
— f est surjective si ∀y ∈ F ∃x ∈ E y = f (x) ;
— f est bijective si f est à la fois injective et surjective, c’est-à-dire si
∀y ∈ F ∃!x ∈ E y = f (x).

Graphe d’une fonction injective (à gauche), surjective (à droite).
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Proposition. Si f : E→ F est une fonction bijective alors il existe une unique
application g : F → E telle que g ◦ f = idE et f ◦ g = idF . La fonction g est
la bijection réciproque de f et se note f −1.

— On rappelle que l’identité, idE : E→ E est définie par x 7→ x .
— g ◦ f = idE se reformule ainsi : ∀x ∈ E g

�

f (x)
�

= x .
— Alors que f ◦ g = idF s’écrit : ∀y ∈ F f

�

g(y)
�

= y .
— Dans un repère orthonormé les graphes des fonctions f et f −1 sont

symétriques par rapport à la droite (y = x).

Théorème (Théorème de la bijection). Soit f : I → R une fonction définie
sur un intervalle I de R. Si f est continue et strictement monotone sur I, alors

1. f établit une bijection de l’intervalle I dans l’intervalle image J = f (I),

2. la fonction réciproque f −1 : J → I est continue et strictement mono-
tone sur J et elle a le même sens de variation que f .

x
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I

J = f (I)

f −1 y = x
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