Equations différentielles

1. Définitions

— Une d’ordre n est une équation de la forme
F(x,y,5,...,y™)=0 (Egige)

ol F est une fonction de (n + 2) variables.
— Une d’une telle équation sur un intervalle I C R est une

fonction y : I — R qui est n fois dérivable et qui vérifie I'’équation
(Egigr)- Si on change d’intervalle, on peut tres bien obtenir d’autres
solutions.

— Exemple. Une équation différentielle est une
équation du type y’ = g(x)/f (y) ouy’f(y) = g(x). Une telle équa-
tion se résout par calcul de primitives de part et d’autre de 'égalité
Y () =gx).

— Une équation différentielle est de la forme

ap(x)y + a1 (x)y" + -+ +ap(x)y™ = g(x) (E)
ol les a; et g sont des fonctions continues sur un intervalle I C R.
— Une équation différentielle linéaire est , ou
, si la fonction g est nulle :
ap(x)y +ay (x)y + -+ +a,(x)y™ =0 (Ep)
— Une équation différentielle linéaire est si

les fonctions a; ci-dessus sont constantes :
/
ay +ary’ +- -+ a,y™ = g(x)
ol les a; sont des constantes réelles et g une fonction continue.

Proposition (Principe de linéarité). Si y, et y, sont solutions de 'équa-
tion différentielle linéaire homogeéne (Ey,) alors, quels que soient A,u € R,
AY1 + pYyo est aussi solution de cette équation.

Méthode pour résoudre une équation différentielle linéaire (E) avec second
membre ;
1. Trouver une solution particuliere y, de I'équation (E).

2. Trouver 'ensemble %, des solutions yj, de 'équation homogéne as-
sociée (Ep).
3. Conclure par le principe de linéarité : les solutions de (E) sont les

Yy=Ypt+tyn avec y,€H.

2. Equation différentielle linéaire du premier ordre

Une équation différentielle est une équation du
type y’' = a(x)y + b(x) ol a et b sont des fonctions définies sur un inter-
valle ouvert I de R.

Théoréme (y’ = ay). Les solutions de y’ = ay ott a € R est une constante
sont les fonctions y définies sur R par :

oll k € R est une constante quelconque.

Preuve rapide : on intégre a gauche et a droite I’équation y7/ = a pour
trouver : In|y(x)| = ax + b. Donc |y (x)| = e®**+_ Ainsi y(x) = tePe®.
Exemple : 3y’ — 5y = 0 a pour solution y(x) = ke%", ol k € R.
Théoréme (y’ = a(x)y). Soit a : I — R une fonction continue. Soit
A: I — R une primitive de a. Les solutions de y’ = a(x)y sont les fonctions

y définies par :
y(x) = ke

oll k € R est une constante quelconque.
Exemple : x2y’ = y sur I = ]0,+00o[. Léquation est y’ = xizy, donca(x) =

C . _1
XLZ, dont une primitive est A(x) = —%. Les solutions sont y(x) = ke™ x, ou
keR.

Théoréme (y’ = a(x)y + b(x)). Soit Uéquation y' = a(x)y + b(x) ou
a,b: I — R. Soit y, une solution particuliére et y,(x) les solutions de 'équa-
tion homogéne y’ = a(x)y. Les solutions sont les y = Yp+ Yn

Recherche d’une solution particuliere : méthode de variation de la
constante.
— On trouve les solutions y(x) = keA™) de Péquation homogéne
y’ = a(x)y ol k est une constante.
— On cherche une solution particuliére de y” = a(x)y + b(x) sous la
forme y,(x) = k(x)e“™), ot k est maintenant une fonction.
— Déquation y[’, = a(x)y, + b(x) permet de déterminer K’'(x), puis
k(x).

Recherche d’une solution particuliére : cas des coefficients constants.
¥’ = ax + g(x), ol a € R* est une constante. Le principe est de chercher
une solution particuliére de la méme forme que le second membre.
— Sig(x) = P(x)estun polyndéme de degré n, on cherche une solution
particuliére sous la forme y, (x) = Q(x) ot Q est aussi un polynéme
de degré n.
— Si g(x) = ceP*, on cherche une solution particuliére sous la forme
yp(x) = dePx.
— Si g(x) = ¢y cos(Bx) + cysin(Bx), on cherche une solution particu-
liere sous la forme y,(x) = d; cos(Bx) + dy sin(Bx),
Théoréme (de Cauchy-Lipschitz). Soit y' = a(x)y + b(x) une équation
différentielle linéaire du premier ordre, oit a,b : I — R sont des fonctions
continues sur un intervalle ouvert 1. Pour tout x € I et pour tout y, € R, il
existe une et une seule solution y telle que y’ = a(x)y + b(x) et y(xo) = ¥o-

3. Equation différentielle linéaire du second ordre a coef-
ficients constants

ay” + by’ +cy =g(x) (E)
oua,b,c €R, a#0 et g continue sur I intervalle ouvert.
L'équation homogene associée

ay” +by’ +cy=0 (Ep)
K est ar?® + br + ¢ = 0, de discriminant A =
b% —4ac.
Théoréme.

1. Si A > 0, Uéquation caractéristique a deux racines réelles distinctes
r1 # 1y et les solutions de (Ey) sont les

| y(x) = A€ + e ol A, u€R. |

2. Si A =0, Uéquation caractéristique a une racine double r et les solu-
tions de (Ey) sont les

| y(x)=(A+ux)e™ ouAueR. |

3. Si A < 0, Uéquation caractéristique a deux racines complexes conju-
guées ry =a+1if, ry = a—1ip et les solutions de (Ej) sont les

y(x)= e‘”‘(l cos(Bx)+ ,usin(/a’x)) ou A, u€eR.

(Attention! y” + y = 0 a pour équation caractéristique r2 +1 = 0.)
Equation avec second membre

ay”+by' +cy=g(x) ()
Théoreme (Théoreme de Cauchy-Lipschitz). Pour chaque xg € I et chaque
couple (yo,y1) € R?, Iéquation (E) admet une unique solution y sur I sa-
tisfaisant aux conditions initiales :

y(xo)=yo et ¥(x)=x

Second membre g(x) =e**P(x). a € Ret P € R[X]
Cela comprend le cas g(x) = e® (donc P(x) = 1 et alors Q(x) est une
constante ci-dessous) et le cas g(x) = P(x) (donc a = 0).
On cherche une solution particuliére sous la forme y, (x) = e**x™Q(x), ot
Q est un polynéme de méme degré que P avec :
— Yp(x) = e**Q(x) (m = 0), si a n’est pas une racine de 'équation
caractéristique,
— ¥p(x)=xe**Q(x) (m =1), si a est une racine simple de 'équation
caractéristique,
— yp(x) = x2e**Q(x) (m = 2), si a est une racine double de 'équa-
tion caractéristique.
Second membre du type e™* (Pl (x)cos(Bx) + Pz(x)sin(ﬁx)).
Cela comprend le cas g(x) = ¢; cos(fx) + cysin(fx) (donc a =0 et P; et
P, polynoémes constants).
Sig(x) = e‘”‘(Pl(x)cos(/ix) + Py(x) sin(ﬁx)), ot a,f € Ret P,P, €
R[X], on cherche une solution particuliére sous la forme :
— yp(x) = e"‘"(Ql(x)cos([J’x) +Qy(x) sin(ﬂx)), si a +1if8 n'est pas
une racine de I'équation caractéristique,
— yplx) = xe“x(Ql(x)cos(ﬁx) +Qy(x) sin(ﬁx)), sia+if est une
racine de I’équation caractéristique.
Dans les deux cas, Q; et Q, sont deux polynémes de degré n =
max{degP;,degP,}.
Méthode de variation des constantes.
Si {y1,¥2} est une base de solutions de I'équation homogéne (Ej), on
cherche une solution particuliére sous la forme y, = Ay, +uy,, mais cette
fois A et u sont deux fonctions.
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