Développements limités

1. Formules de Taylor

Les trois formules de Taylor s’écrivent sous la forme f(x) = T,(x) +R,(x)
ou T,(x) est toujours le méme polynéme de Taylor :

f"(@)
2!

C’est 'expression du reste R,,(x) qui change :
Taylor-Young (la plus utile), f de classe €™ :

(n)
00 = f(@) + F(@x—a)+ oD —a) + -+ fn—'(a)(x—a)".

R,(x)=(x—a)'e(x) avece(x) - 0

Taylor avec reste intégral, f de classe ¢! :
X r(n+1) t
R,(x)= f—()(x—t)"dt
a n!

Taylor avec reste f("*1)(¢), f est n+ 1 fois dérivable :
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Ry(x)=
Notations.
— f :I — R est une fonction de
Iet f(“) est continue.

si f est n fois dérivable sur

o« ». 0((x —a)") est une fonction telle que lim, _,, 0(((;:;)):)

0. Donc le reste (x —a)"&e(x) ol &(x) o 0 est noté o((x —a)").
X

Formule de Taylor-Young au voisinage de 0.

2
£ = F(0)+ /(O +£/(0) 5 -+ FOO) X +0(")

Approximations.

Les restes sont de plus en plus petits lorsque n croit. Les graphes des po-
lynémes Ty, Ty, T5, ... sapprochent de plus en plus du graphe de f. Ceci
n’est vrai quautour de la valeur a (Ci-dessous f(x) =1n(1 + x) en a = 0).
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Approximation numérique de sin(0,01). La formule de Taylor pour f (x) =

sinxena=0alordre3: f(x)=0+1-x+0- ’;—,—1% + o(x*®), Pour
3

x =0,01 : 5in(0,01) ~ 0,01 — I — 0,00999983333....

2. Développements limités au voisinage d’un point

Soit f : I — R une fonction sur I un intervalle ouvert. Poura €I etn €N,
on dit que f admet un (DL) au point a et a 'ordre
n, s'il existe des réels cg,cq,...,c, tels que pour tout x €1 :

fX)=co+ci(x—a)+---+c(x—a)" +o((x —a)").

La formule de Taylor-Young fournit des DL en posant, pour k =0,1,...,n
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Proposition. Si f admet un DL alors ce DL est unique.

Exemple : Si f est paire (resp. impaire) alors la partie polynomiale de son
DL en 0 ne contient que des mondmes de degrés pairs (resp. impairs).
DL des fonctions usuelles a I’origine

2 3
expx=1+%+’§—,+’§—,+~~+ﬁ-rx"s(x)

chx=1+ );— + f‘— e X (2n)| +x2n+1€(x)

shx = %+§—3+’§,—5+ o X2 e(x)
CosX = _%“L)A(TT_“"“( 1 (zn)l+x2n+1€(x)
sinx:%—§+§_...+( 1)"(§n+1).+x2"+25(x)

IN(1+x)=x—5 + 2 —o o (—1) 12 4 ()

(1+x)“=1+ax+a(ZT1)x2+ w X"+ x"e(x)

1
1+x

=1—x+x2—x3+ +(=1)"x"+x"e(x)
1

1—x

VIFX= 145 = bt (-1 2508 n ()

=14+x+x2+-+x"+x"e(x)

DL des fonctions en un point quelconque

On ramene le probléme en 0 avec le changement de variables h = x —a.
Exemple : DL de f(x) =expx en 1. On pose h = x — 1. Si x est proche de
1 alors h est proche de 0. expx = exp(1 + (x — 1)) = exp(1)exp(x —1) =

2
eexph=e(1+h+§+~-~)=e(1+(x—l)+%+-~-)

3. Opérations sur les développements limités

Somme, produit, composition. Soient f et g ayant des DL en 0 a 'ordre
n:

fl)=Cx)+o(x")=co+cix+ -+, x"+x"e1(x)
g()=D(c)+o(x™)=dg+dix+---+d,x" + x"e5(x)

Proposition.

— (f+8)x)=C(x)+D(x) +o(x")

— (f xg)(x) = C(x) x D(x) +o(x")

— Si g(0) =0 (cest-a-dire dg = 0), (f o g)(x) = C(D(x)) +o(x™)
Pour le produit et la composition, il faut en plus la partie polyno-
miale a l'ordre n, c-a-d conserver seulement les monomes de degré < n.
Division. Le DL d’un quotient se rameéne au calcul de l'inverse ﬁ :

1
1+u
Intégration. Soit f une fonction de classe 6™ dont le DL en 0 a l'ordre n
est f(x) =co+cyx +cox?+ -+ cpx™ +o(x™).

Théoreme. Notons F une primitive de f. Alors F admet un DL en 0 a Uordre
n+ 1 obtenu en intégrant terme a terme :

=l-u+u®—ud+---

F(x)=F(0)+cox + x + X +o 4 X
x)= cox+c—+cg—+--+c

0T Ty TR "n+1
Cela signifie que 'on intégre la partie polynomiale terme & terme pour ob-
tenir le DL de F(x) a la constante F(0) pres.

+ O(xn+1)

4. Applications des développements limités

Calculs de limites. Les DL sont tres efficaces pour lever des formes indé-
terminées !
Position d’'une courbe par rapport a sa tangente

Proposition. Soit f : I — R une fonction admettant un DL en a : f(x) =
o+ ¢1(x —a) + ¢ (x — a)* + (x — a)¥e(x), oit ¢ # 0. Alors Uéquation de la
tangente a la courbe de f en a est : y = ¢y + c1(x —a) et la position de la
courbe par rapport a la tangente pour x proche de a est donnée par le signe
f(x)—y, Cest-a-dire le signe de c;(x — a)k.
— Si ce signe est positif alors la courbe est au-dessus de la tangente.
— Si ce signe est négatif alors la courbe est en dessous de la tangente.
— Si ce signe change alors la courbe traverse la tangente au point
d’abscisse a. C’est un

Développement limité en +oco (développement asymptotique)

f : 1xg,+oo[— R admet un a lordre n sl existe des réels
C05C1,--->Cp tels que f(x) =co+ % +--- Ci + xns( 1) ol 5( ) tend vers
0 quand x — +oo0.

Cela équivaut a ce que x — f (%) admet un DL en 0" & l'ordre n.

Proposition. Si @ = qg + a;l + z—’; + xike(%), ot ap # 0. Alors
lim,_,; oo f(x)—(agx+a;) =0 (resp. x — —00) : la droite y = apgx+ay est
une a la courbe de f en +00 (ou —00) et la position de la courbe
par rapport a Uasymptote est donnée par le signe de f(x) — y, clest-a-dire le

. [493
signe de 5.
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