Systemes linéaires

1. Introduction aux systémes d’équations linéaires

Deux droites dans le plan
Calculer I'intersection de deux droites D; et D, du plan équivaut a résoudre
le systéme :
ax+b = e
{ idy = 7 )
Trois cas :
1. Les droites D; et D, se coupent en un seul point : le systeme (S) a
une seule solution.
2. Les droites D et D, sont paralléles : le systéme (S) n’a pas de solu-
tion.
3. Les droites D; et D, sont confondues : le systéme (S) a une infinité
de solutions.
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Résolution par la méthode de Cramer

On note “C”d’| =ad —bc le . Siad — bc # 0, on trouve une

unique solution a (S) dont les coordonnées (x, y) sont :
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Résolution par inversion de matrice
En termes matriciels, le systéme linéaire(S) est équivalent a

v (2 ) =) v=()

Sile déterminant de la matrice A est non nul alors la matrice A est inversible

et
1 d -b
Al=—
ad — bc (—C a )

et 'unique solution X = (f,) du systéme est donnée par

X =Aly.

2. Théorie des systemes linéaires

On appelle
toute relation de la forme

dans les variables (ou ) X155,

a;xy+---+ay,x, =b, (@))

oliay,...,a, et b sont des nombres réels donnés.
Forme générale d'un

ajpxq +(112X2 +a13x3 + s +a1pxp = b1
ag1Xq +assXo +as3xs + cee +aszp = bz
a;1 X1 +ai2x2 +(11'3X3 + e +aipxp = bi
anx1  +apoXxy  +apxs + o +a,x, = by

— Les nombres a;5, i = 1,...,n, j = 1,...,p, sont les du
systéme. Ce sont des données. Les nombres b;, i = 1,...,n, consti-
tuent le du systeme et sont également des données.

— Une du systéme linéaire est une liste de p nombres réels
(51,825 ---,5p) (un p-uplet) tels que si I'on substitue s; pour x,
Sy pour Xx,, etc., dans le systéme linéaire, on obtient une égalité.
r est ’'ensemble de tous ces p-
uplets.

— On dit que deux systémes linéaires sont
méme ensemble de solutions.

s’ils ont le

Théoreme. Un systéme d’équations linéaires n’a soit aucune solution, soit une
seule solution, soit une infinité de solutions.

— Un systéme linéaire qui n’a aucune solution est dit .

— Un c’est lorsque le second membre est nul :
by = by =--- = b, = 0. De tels systémes sont toujours compatibles
car ils admettent toujours la solution triviale sy =sy =-++ =5, =0.

3. Résolution par la méthode du pivot de Gauss

Un systeme est si:

— le nombre de coefficients nuls commengant une ligne croit stricte-
ment ligne apreés ligne.

1l est si en plus :

— le premier coefficient non nul d’une ligne vaut 1;
— et Cest le seul élément non nul de sa colonne.

Opérations sur les équations d’un systéme

Les trois opérations élémentaires sur les équations sont :

1. L; < AL; avec A # 0 : on peut multiplier une équation par un réel
non nul.

2. Ly« Li+AL;avec A €R (et j # i) : on peut ajouter a 'équation L;
un multiple d’'une autre équation L;.

3. L; <> L; : on peut échanger deux équations.

Ces trois opérations élémentaires ne changent pas les solutions d’'un sys-
téme linéaire; autrement dit ces opérations transforment un systéme li-
néaire en un systéme linéaire équivalent.

Méthode du pivot de Gauss

La méthode du pivot de Gauss permet de trouver les solutions de n’importe
quel systeme linéaire par des opérations élémentaires sur les lignes. Les
étapes sont :

1. Passage a une forme échelonnée.
2. Passage a une forme réduite.

3. Solutions.

Théoréme. Tout systéme homogéne d’équations linéaires dont le nombre d’in-
connues est strictement plus grand que le nombre d’équations a une infinité
de solutions.
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