Matrices

1. Définition

Un matrice de n x p (n lignes et p colonnes) :

i Ay - Q5 ... Qp
a1 as o e az’j “es a2,p

A=l ou A= a; )1<i<n
al-,l al-’z N ai’j ai,p ( J)l\jzp
an’l an’z .. an,j N an’p

Lensemble de telles matrices est noté My, ,(K).
— Sin=p (méme nombre de lignes que de colonnes), la matrice est

dite . On note M,(K) au lieu de M, ,(K).
a7 Ay ... Aip
as1 aso - asn
an,l an,2 e an,n

Les éléments a; 1,dz 3, . .., 0, , forment la

— La matrice (de taille n x p) dont tous les coefficients sont des zéros
est appelée la et est notée 0, , ou plus simplement 0.

Définition (Somme de deux matrices). Soient A et B deux matrices ayant
la méme taille n x p. Leur C = A+ B est la matrice de taille n x p
définie par

Cij = al-j + bl]

Définition (Produit d'une matrice par un scalaire). Le produit d'une ma-
trice A = (aij) de M, ,(K) par un scalaire a € K est la matrice (aaij)
formée en multipliant chaque coefficient de A par a. Elle est notée a-A (ou
simplement aA).

2. Multiplication de matrices

Le produit AB de deux matrices A et B est défini si et seulement si le nombre
de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B.

Définition (Produit de deux matrices). Soient A = (a; j) une matrice n X p
et B = (b;;) une matrice p x q. Alors le produit C = AB est une matrice nxq
dont les coefficients c;; sont définis par :

p
ij = Zaikbkj
k=1

Cij =4aj bl] + ainzj +---+ aikbk]- +---+ al-pbpj.

Proposition.

1. A(BC)=(AB)C : associativité,

2. ABB+C)=AB+AC et (B+C)A=BA+ CA: distributivité,

3. A-0=0 e 0-A=0.
Pieges a éviter

— Premier piége. Le produit de matrices n’est pas commutatif en gé-

néral.

— Deuxiéme piege. AB = 0 n’implique pas A= 0 ou B =0.

— Troisiéme piége. AB = AC n’'implique pas B =C.
La matrice carrée suivante est la

10 ... 0
01 ... 0
I,= )
0 0 1

Proposition. Si A est une matrice n x p, alors

I,-A=A et A-l
Puissance

SiA € M, (K) est une matrice carrée, on peut multiplier une matrice carrée
par elle-méme : on note A = AxA, A> = AxAxA. La formule de récurrence
est A = I, et AP*! = AP x A pour tout p € N.

3. Inverse d’une matrice : définition

Définition (Matrice inverse). Soit A une matrice carrée de taille n x n. S’il
existe une matrice carrée B de taille n x n telle que

AB=I et BA=I,

on dit que A est . On appelle BT’ et on la note AL

11 suffit en fait de vérifier une seule des conditions AB = I ou bien BA=1I.
Lensemble des matrices inversibles de M, (K) est noté GL,(K).

Proposition.
— Si Aest inversible, alors son inverse est unique.
— Soit A une matrice inversible. Alors A™! est aussi inversible et on a :
@ahH1l=4|
— Soient A et B deux matrices inversibles de méme taille. Alors AB est in-

versible et| (AB)™! = B~YA™! | Il faut bien faire attention a Uinversion
de Uordre!

— Soient A et B deux matrices de M,,(K) et C une matrice inversible de
M, (K). Alors Uégalité AC = BC implique égalité A= B.

4. Inverse d’une matrice : calcul

d
Proposition. Si ad — bc # 0, alors A est inversible et

d —b
AT = ad—bc (—C a )

Méthode de Gauss pour inverser les matrices

La méthode pour inverser une matrice A consiste a faire des opérations élé-
mentaires sur les lignes de la matrice A jusqu’a la transformer en la matrice
identité I. En pratique, a coté de la matrice A que I'on veut inverser, on
rajoute la matrice identité pour former un tableau (A | I). Sur les lignes de
cette matrice augmentée, on effectue des opérations élémentaires jusqu’a
obtenir le tableau (I | B). Et alors B=A"".

Ces opérations élémentaires sur les lignes sont :

Considérons la matrice 2 x 2 : A= ((Cl b) .

1. L; « AL; avec A # 0 : on peut multiplier une ligne par un réel non
nul (ou un élément de K\ {0}).

2. L; < Ly +AL; avec A € K (et j # i) : on peut ajouter a la ligne L;
un multiple d’'une autre ligne L;.

3. L; <> L; : on peut échanger deux lignes.

5. Inverse d’'une matrice : systémes linéaires

ay; ... Qg X1 b,
asy . dopn X bz
e « M Xp b,

— —_———
A X B

Proposition. Si la matrice A est inversible, alors la solution du systéme li-
néaire AX = B est unique et est :

6. Matrices triangulaires, transposée...

Soit A une matrice de taille n x n. On dit que A est
si ses éléments au-dessus de la diagonale sont nuls, autrement dit :

i<j = aq;=0.

Une matrice triangulaire inférieure a la forme suivante :

ap 0 0
21 d22

0
An1 An2 e e Ann

On dit que A est si ses éléments en-dessous de la

diagonale sont nuls, autrement dit :

i>j = a;=0.

ij



Une matrice triangulaire supérieure a la forme suivante :

a;; A1y e eee ... Ay
0 axy ... ... ... Qg
0 0  an

Une matrice qui est triangulaire inférieure et triangulaire supérieure est
dite . Autrement dit : i # j = a;; =0.

Théoreme. Une matrice A de taille n x n, triangulaire, est inversible si et
seulement si ses éléments diagonaux sont tous non nuls.

Soit A la matrice de taille n x p

a ajg “es alp

asy Aoy e aop
A=

an a0 e Anp

Définition. On appelle
définie par :

de Ala matrice AT de taille pxn

aip asy ‘oo any

[3P) ago cee Apo
AT =

ajpp Ay ... Ay

Autrement dit : le coefficient  la place (i, j) de AT est aj;. Ou encore la i-
éme ligne de A devient la i-me colonne de AT (et réciproquement la j-éme
colonne de AT est la j-éme ligne de A).

Notation : La transposée de la matrice A se note aussi souvent ‘A.
Théoreme.

1. A+B)T =AT +BT

2. (aA)T =aAT
AN =4

s [y =oa]
5

Si A est inversible, alors AT Uest aussi et on a (AT)™1 = (@A 1)T.

@

Notez bien I'inversion : (AB)T = BTAT.

Définition. La d’une matrice carrée A € M,,(K) est le nombre obtenu
en additionnant les éléments diagonaux de A. Autrement dit,

trA=aj; +agy +---+ay,.

Théoreme. Soient A et B deux matrices n x n. Alors :

1. tr(A+B) =trA +trB,

2. tr(aA) = a trA pour tout a €K,

3. tr(AT) =tra,

4. |tr(AB) = tr(BA) |
Définition. Une matrice A de taille n x n est si elle est égale
A sa transposée, Clest-a-dire si A = AT, ou encore si a;j = aj; pour tout

i,j =1,...,n. Les coefficients sont donc symétriques par rapport a la dia-
gonale.

Définition. Une matrice A de taille n x n est
c’est-a-dire si a;; = —a;; pour tout i,j =1,...,n.

siAT = —A,
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