Matrices et applications linéaires

1. Rang d’une famille de vecteurs

E est un K-espace vectoriel.

Rang d’une famille de vecteurs

Soit {vy,...,v,} une famille finie de vecteurs de E. Le de la famille
{v1,...,v,} est la dimension du sous-espace vectoriel Vect(vs,...,v,) en-
gendré par les vecteurs vy, ...,V :

rg(vy, ..., vp) = dimVect(vy,...,v,)

Proposition. Soient E un K-espace vectoriel et {vy,...,v,} une famille de p
vecteurs de E. Alors :
1. 0<rg(vy,...,v,) < p:lerang est inférieur ou égal au nombre d’élé-
ments dans la famille.

2. Si E est de dimension finie alors rg(vy,...,v,) < dimE : le rang est
inférieur ou égal a la dimension de Uespace ambiant E.

Exemple. Le rang d’une famille {v;,...,v,} vaut p si et seulement si la fa-
mille {vy,...,v,} est libre.

Rang d’une matrice

Le d’une matrice est le rang de ses vecteurs colonnes.

Proposition. Le rang d’une matrice échelonnée par colonnes est égal au
nombre de colonnes non nulles.

Voici un exemple d’une matrice 6 x 6 échelonnée par colonnes; les x dé-

signent des coefficients quelconques, les + des coefficients non nuls. Cette
matrice est de rang 4.

* %k X ¥ % +
¥ % ¥ + OO
%* ¥ + 00O
+ ocoocoocoo
cocoocoocoo
cocoocooo

Proposition. Le rang d’une matrice ayant les colonnes Cy,C,...,C, n'est
pas modifié par les trois opérations élémentaires suivantes sur les vecteurs :

1. C; « AC; avec A # 0 : on peut multiplier une colonne par un scalaire
non nul.

2. G« C;+AC;j avec A €K (et j # 1) : on peut ajouter a la colonne C;
un multiple d’'une autre colonne C;.

3. C; <> C; : on peut échanger deux colonnes.

Plus généralement, 'opération C; « C; + Z# ; A;C; conserve le rang de la
matrice.

Méthodologie. Comment calculer le rang d’une matrice ou d’un systeme
de vecteurs ?

1l s’agit d’appliquer la méthode de Gauss sur les colonnes de la matrice A
(considérée comme une juxtaposition de vecteurs colonnes). Le principe de
la méthode de Gauss affirme que par les opérations élémentaires C; «— AC;,
C; < C; + ACj, C; <> Cj, on transforme la matrice A en une matrice éche-
lonnée par rapport aux colonnes. Le rang de la matrice est alors le nombre
de colonnes non nulles.

Théoreme (Matrice inversible et rang). Une matrice carrée de taille n est
inversible si et seulement si elle est de rang n.

Lespace vectoriel engendré par les vecteurs colonnes (v;);<;<, et 'espace
vectoriel engendré par les vecteurs lignes (w;);<;<, sont de méme dimen-
sion :

Proposition. rgA = dim Vect(wy,...,w,)

Autrement dit le rang d’'une matrice égale le rang de sa transposée :

rgA=rgA”

Attention! Les dimensions dim Vect(vy, ..., v,) et dimVect(wy, ..., w,) sont
égales, mais les espaces vectoriels Vect(vy,...,v,) et Vect(wq,...,w,) ne
sont pas les mémes.

2. Applications linéaires en dimension finie

E et F sont deux K-espace vectoriels.

Théoreme (Construction d’une application linéaire). Si E est de dimension
finie n et (eq,...,e,) est une base de E, alors pour tout choix (vq,...,v,) de
n vecteurs de F, il existe une et une seule application linéaire f : E — F telle
que, pour touti=1,...,n:

fle)=v;.

Rang d’une application linéaire
Soit f : E — F une application linéaire et E est de dimension finie.

— Imf =f(E)= {f(x)lx IS E} est un espace vectoriel de dimension
finie.
— Si(eq,...,e,) estunebasede E, alors Im f = Vect(f(el), . .,f(en)).
La dimension de cet espace vectoriel Im f est appelée :

rg(f)=dimImf = dimVect(f(el), ...,f(en))

Le rang est plus petit que la dimension de E et aussi plus petit que la di-
mension de F, si F est de dimension finie.

Théoréme du rang

On rappelle que le
sous-espace vectoriel de E.

de f est Kerf = {x €E|f(x)= OF}, c’est un

Théoréme (Théoreme du rang). Soit f : E — F une application linéaire, E
étant de dimension finie.

| dimE = dimKer f 4+ dimIm f |

Autrement dit : | dimE =dimKer f +1g f |

Cette formule sert a déterminer la dimension du noyau connaissant le rang,
ou bien le rang connaissant la dimension du noyau.

Application linéaire entre deux espaces de méme dimension
f:E—Festun si f est une application linéaire bijective.
La bijection réciproque est aussi une application linéaire.

Proposition. Soit f : E — F un isomorphisme d’espaces vectoriels. Si E (res-
pectivement F) est de dimension finie, alors F (respectivement E) est aussi de
dimension finie et on a dimE = dimF.

Voici une sorte de réciproque extrémement utile :

Théoréme. Soit f : E — F une application linéaire avec dimE = dim F. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est bijective

(ii) f est injective

(iii) f est surjective
Ainsi, sidim E = dim F, pour montrer que f bijective, il suffit de démontrer
f injective ou bien f surjective.

3. Matrice d’une application linéaire
— Soit E un espace vectoriel de dimension p et 8 = (ey,...,e,) une
base de E
— Soit F un espace vectoriel de dimension n et 8’ = (f1,...,f,) une
base de F.
— Soit f : E — F une application linéaire.
— Pour j €{1,...,p}, f(e;) s’écrit de maniere dans la base B
ay;j
azj
flej)=ayjfr +agjfo+ - +anfn=
a;lj B!
La f par rapport aux bases % et %’ est

la matrice (a; ;) € M, ,(K) dont la j-eme colonne est constituée par les
coordonnées du vecteur f (e;) dans la base B = (f1,f05+-fn) "

fle) oo fle) ... fley)

fi an aj; ... ap

fa asn azj ... dgp
Matg"%/(f) =.

fn an1 Qnj s anp

Les vecteurs colonnes sont I'image par f des vecteurs de la base de départ
A, exprimée dans la base d’arrivée 9%’.

Matrice d’'une composition.
La matrice associée a la composition de deux applications linéaires est le
produit des matrices associées a chacune d’elles, dans le méme ordre.

Proposition. Soient f : E — F et g : F — G deux applications linéaires et
soient B une base de E, B’ une base de F et " une base de G. Si on note :

A=Mat%’@/(f) B=Mat%/,93u(g) C=Mat@’%u(g of)
Alors

C=BxA



Matrice d’un endomorphisme
Soit E un espace vectoriel de dimension n. f : E — E est un

(Pespace vectoriel de départ est égal a celui d’arrivée). On choisit
généralement la méme base 9 au départ et a I'arrivée, et on note simple-
ment Mat g (f) la matrice associée a f, c’est une matrice carrée de taille
nxn.

Exemple.
— Cas de lidentité : id : E — E, id(x) = x. Quelle que soit la base %3
de E, Matz(id) =1I,,.
— Cas d’'une homothétie hy : E — E, hy(x) = A - x : Matg(h,) = Al,.
— Cas d’une symétrie centrale s : E — E, s(x) = —x : Matg(s) = —I,,.
— Casdery : R —> R? la rotation d’angle 8, centrée a I'origine, dans
Tespace vectoriel R> muni de la base canonique % : Matg(ry) =

cosf® —sin6

sin 0 cosf )’
Si A est la matrice associée a f, alors la matrice associée a fP = fofo---of
est AP =AXAX---xA.
Matrice d’un isomorphisme
Soit f : E— F un c’est-a-dire une application linéaire bijec-
tive. En dimension finie, on a dim E = dim F. On note A = Matg g/ (f).
Théoreme (Caractérisation de la matrice d'un isomorphisme).

1. f est bijective si et seulement si la matrice A est inversible.

2. Dans ce cas, la matrice de Uapplication linéaire f ' : F — E est la
matrice AL

C’est valable pour le cas particulier important d'un endomorphisme f : E —
E ol E est muni de la méme base 9 au départ et a 'arrivée et A = Mat g (f).

4. Changement de bases

Coordonnées
Soit E un espace vectoriel de base B = (e;, e, ..., ¢,). Pour chaque x € E,
il existe un p-uplet unique d’éléments de K (xq, X, ..., x,) tel que

X =X1€; +X232+"'+Xp€p.

On note
La matrice des coordonnées de x est un vecteur colonne, noté Matz(x) =

“

. Si 8 on omet de mentionner la base.

o/ B
Image
Soit f : E — F une application linéaire, 98 une base de E et 98’ une base
de F.

— Soit A= Matg g/ (f).

X1

X2
— Pour x € E, notons X = Matg(x) =
XP B
n
Y2
— Pour y € F, notons Y = Matg/(y) =
};n B!

Proposition. Si y = f(x), alors on a .

Matrice de passage d’une base a une autre

Soient % et B’ deux bases de E. La de la base 2 vers
la base 98’, notée Py g, est la matrice carrée de taille n x n dont la j-éme
colonne est formée des coordonnées du j-eme vecteur de la base %', par
rapport a la base %3.

On résume :

La matrice de passage Py g/ contient - en colonnes - les
coordonnées des vecteurs de la nouvelle base B’ exprimés
dans l'ancienne base 2.

Proposition. La matrice de passage Py g/ de la base 9B vers la base B’ est
la matrice associée a lidentité idg : (E, B') — (E, B) :

ng)%/ = Mat%/,%(idE)

Faites bien attention a l'inversion de 'ordre des bases!
Proposition.

1. La matrice de passage d’'une base 9B vers une base %’ est inversible et
son inverse est égale & la matrice de passage de la base B’ vers la base

Py 5 = (Ps, @ )_1

B :

2. Si B, B’ et B" sont trois bases, alors | Py g = Py g/ X Pgs g

Changement de coordonnées
— Soient % et B’ deux bases d’'un méme K-espace vectoriel E.
— Soit Py g la matrice de passage de % vers %’

X1
X2
— Pour x € E, on note X = Matg(x) =
Xn/ B
X1
x)
— Pour ce méme x € E, on note X’ = Matg/(x)=| .
x;l B

Proposition.
Notez bien l'ordre !

Formule de changement de base
— Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
— Soit f : E — F une application linéaire.
— Soient By, B}, deux bases de E.
— Soient By, B}, deux bases de F.
— Soit P = P%E,% la matrice de passage de Bz a %j,.
— SoitQ = Py, 3. la matrice de passage de %y a ;.
— Soit A=Matg, g,(f) la matrice de f de %Bg vers 1%;.
— Soit B=Matg g (f) la matrice de f de By, vers By,.

Théoréme (Formule de changement de base).

Cas particulier de f : E — E endomorphisme.
— Soient %, #B’ deux bases de E.
— Soit P =Py 4 la matrice de passage de %8 4 &’
— Soit A= Matg(f) la matrice de f dans la base 2.
— Soit B = Matg/(f) la matrice de f dans la base %’.

Matrices semblables

Soient A et B deux matrices carrées de M,(K). Elles sont s'il
existe une matrice inversible P € M, (K) telle que B = P~1AP.

Corollaire. Deux matrices semblables représentent le méme endomorphisme,
mais exprimé dans des bases différentes.
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