
Groupes

1. Définition

Un groupe (G,⋆) est un ensemble G auquel est associé une opération ⋆ (la
loi de composition) vérifiant les quatre propriétés suivantes :

1. pour tout x , y ∈ G, x ⋆ y ∈ G (⋆ est une loi de composition
interne)

2. pour tout x , y, z ∈ G, (x ⋆ y)⋆ z = x ⋆ (y ⋆ z) (la loi est associa-
tive)

3. il existe e ∈ G tel que ∀x ∈ G, x ⋆ e = x et e ⋆ x = x (e est
l’élément neutre)

4. pour tout x ∈ G il existe x ′ ∈ G tel que x ⋆ x ′ = x ′ ⋆ x = e (x ′

est l’inverse de x et est noté x−1)

Si de plus l’opération vérifie

pour tout x , y ∈ G, x ⋆ y = y ⋆ x ,

on dit que G est un groupe commutatif (ou abélien).
Exemples.

— (R∗,×), (Q∗,×), (C∗,×) sont des groupes commutatifs.
— (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) sont des groupes commutatifs.
— L’ensemble des matrices n×n inversibles, muni de la multiplication

des matrices ×, forme un groupe (Gℓ2,×), il est non-commutatif car
en général M ×M ′ ̸= M ′ ×M .

Puissance. Soit un groupe (G,⋆) et x ∈ G.
— xn = x ⋆ x ⋆ · · · ⋆ x
︸ ︷︷ ︸

n fois

,

— x0 = e,
— x−n = x−1 ⋆ · · · ⋆ x−1
︸ ︷︷ ︸

n fois

.

Pour x , y ∈ G et m, n ∈ Z nous avons :
— xm ⋆ xn = xm+n,
— (xm)n = xmn,
— (x ⋆ y)−1 = y−1 ⋆ x−1, attention à l’ordre !
— Si (G,⋆) est commutatif alors (x ⋆ y)n = xn ⋆ yn.

2. Sous-groupes

Soit (G,⋆) un groupe. Une partie H ⊂ G est un sous-groupe de G si :

1. e ∈ H,

2. pour tout x , y ∈ H, on a x ⋆ y ∈ H,

3. pour tout x ∈ H, on a x−1 ∈ H.

Notez qu’un sous-groupe H est aussi un groupe (H,⋆). La façon la plus ra-
pide de montrer que (H,⋆) est un groupe est donc de montrer que c’est un
sous-groupe d’un groupe (G,⋆).
Critère pratique pour prouver que H est un sous-groupe de G est :

— H contient au moins un élément,
— et pour tout x , y ∈ H, x ⋆ y−1 ∈ H.

Exemples :
— (R∗+,×) est un sous-groupe de (R∗,×).
— (U,×) est un sous-groupe de (C∗,×), où U= {z ∈ C | |z|= 1}.
— (Z,+) est un sous-groupe de (R,+).
— {e} et G sont les sous-groupes triviaux du groupe G.

Proposition. Les sous-groupes de (Z,+) sont les nZ, pour n ∈ Z.

L’ensemble nZ désigne l’ensemble des multiples de n : nZ=
§

k ·n | k ∈ Z
ª

.

Soit (G,⋆) un groupe et E ⊂ G un sous-ensemble de G. Le sous-groupe
engendré par E est le plus petit sous-groupe de G contenant E.
Exemple : dans (Z,+) et E = {a, b}, le sous-groupe engendré est H = nZ
où n= pgcd(a, b).

3. Morphismes de groupes

Soient (G,⋆) et (G′,⋄) deux groupes. Une application f : G −→ G′ est un
morphisme de groupes si :

pour tout x , x ′ ∈ G f (x ⋆ x ′) = f (x) ⋄ f (x ′)

Exemple : exp : (R,+)→ (R∗+,×), exp(x + x ′) = exp(x)× exp(x ′).
Pour un morphisme

— f (eG) = eG′ ,

— pour tout x ∈ G, f (x−1) =
�

f (x)
�−1

.
Un morphisme bijectif est un isomorphisme. Deux groupes G, G′ sont iso-
morphes s’il existe un morphisme bijectif f : G −→ G′.
Exemple : exp : (R,+)→ (R∗+,×) est un isomorphisme bijectif, sa bijection
réciproque étant le morphisme : ln : (R∗+,×) → (R,+) avec ln(x × x ′) =
ln(x) + ln(x ′).
Noyau et image
Soit f : G −→ G′ un morphisme de groupes.

— Le noyau de f est

Ker f =
�

x ∈ G | f (x) = eG′
	

Le noyau est donc l’ensemble des éléments de G qui s’envoient par
f sur l’élément neutre de G′.

— L’image de f est

Im f =
�

f (x) | x ∈ G
	

Ce sont les éléments de G′ qui ont (au moins) un antécédent par f .

Proposition. Soit f : G −→ G′ un morphisme de groupes.

1. Ker f est un sous-groupe de G.

2. Im f est un sous-groupe de G′.

3. f est injectif si et seulement si Ker f = {eG}

4. f est surjectif si et seulement si Im f = G′.

4. Le groupe Z/nZ

Fixons n⩾ 1. Z/nZ est l’ensemble

Z/nZ=
�

0, 1, 2, . . . , n− 1
	

où p désigne la classe d’équivalence de p modulo n.

p = q⇐⇒ p ≡ q (mod n)

ou encore p = q⇐⇒∃k ∈ Z p = q+ kn.
L’addition sur Z/nZ est définie par : p+ q = p+ q.

Proposition. (Z/nZ,+) est un groupe commutatif de cardinal n

L’élément neutre est 0. L’opposé de k est −k = −k = n− k.
Groupes cycliques de cardinal fini
Un groupe (G,⋆) est un groupe cyclique s’il existe un élément a ∈ G tel
que :

pour tout x ∈ G, il existe k ∈ Z tel que x = ak

Autrement dit le groupe G est engendré par un seul élément a.
Le groupe (Z/nZ,+) est un groupe cyclique. En effet il est engendré par
a = 1, car tout élément k s’écrit k = 1+ 1+ · · ·1

︸ ︷︷ ︸

k fois

= k · 1.

Théorème. Si (G,⋆) un groupe cyclique de cardinal n, alors (G,⋆) est iso-
morphe à (Z/nZ,+).

5. Le groupe des permutations

Fixons un entier n⩾ 2.

Proposition. L’ensemble des bijections de {1,2, . . . , n} dans lui-même, muni
de la composition des fonctions est un groupe, noté (Sn,◦). Le cardinal de Sn
est n! .

Une bijection de {1, 2, . . . , n} (dans lui-même) s’appelle une permutation.
Le groupe (Sn,◦) s’appelle le groupe des permutations (ou le groupe sy-
métrique).
L’élément neutre du groupe est l’identité id, le produit est ici la composition
et l’inverse correspond à la bijection réciproque.
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