Ensembles et applications

1. Ensembles

— Un est une collection d’éléments.
— D , @ est ’'ensemble ne contenant aucun élément.
— On note

si x est un élément de E, et x ¢ E dans le cas contraire.

— D . E C F si tout élément de E est aussi un élément de F.
Autrement dit : Vx € E (x € F). On dit alors que E est un
de F ou une de F.
— D .E=FsietseulementsiECFetF CE.

— de E. On note #(E) 'ensemble des parties de
E. Par exemple si E = {1,2,3} :

2({1,2,30) = {@,{1},12}, 13},11,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

— .SiACE,
CeA={x€E|x ¢A}

On le note aussi £ \ A et juste (A s’il n’y a pas d’ambiguité (et parfois
aussi A° ou A).
— .PourA,BCE,

| AUB:{xEEleAouxEB}

Le « ou » n’est pas exclusif : x peut appartenir a A et 3 B en méme
temps.

| AnB={x€E|xecAetx €B} |

Regles de calculs

Soient A, B, C des parties d’'un ensemble E.
— ANB=BNA
— AN(BNC) = (AnB)NC (on peut écrire ANBNC sans ambigtiité)
— AN@=@, ANA=A, ACB<ANB=A

— AUB=BUA
— AU(BUC) = (AUB)UC (on peut écrire AUBUC sans ambiguité)
— AUg@=A, AUA=A, ACB<AUB=B

— [anBuC)=@UnB)u@An0)|
— [AuBnC)=AuB)n(AUQO)]

— [(fA)=A etdonc AcB<=[BclA
— CAnB)=C(AulB
— C(AuB)=(ANCB

Produit cartésien

Soient E et F deux ensembles. Le

semble des couples (x,y) oux €Eety€F.

, noté E x F, est 'en-

2. Applications

— Une (ou une ) f : E = F, cest la donnée pour
chaque élément x € E d’'un unique élément de F noté f(x).
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— . Deux applications f, g : E — F sont égales si et seulement
si pour tout x € E, f(x) = g(x). On note alors f = g.
— Le def:E—F est

Ff:{(x,f(x))eExleeE}

— .Soient f :E—>Fetg:F—Galorsgof:E— Gest
l'application définie par g o f(x) = g(f (x)).
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— . Soient f : E — F et A C E alors la restriction de f a A
A W A F

x = flx)’
Image directe, image réciproque
Soient E, F deux ensembles.
Définition. Soit AC Eetf : E— F, 1
semble

est 'application

de A par f est I'en-

| = {rx)1xea} |

; v
B

Définition. Soit BC Fetf : E > F, T
I’ensemble

de B par f est

| f—1(B):{er|f(x)eB} |
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Fixons y € F. Tout élément x € E tel que f(x) = y est un
de y. En termes d’image réciproque I'ensemble des antécédents de y est

FHD.

3. Injection, surjection, bijection
Injection, surjection
Soit E, F deux ensembles et f : E — F une application.

Définition. f est si pour tout x,x’ € E avec f(x) = f(x’) alors

x = x’. Autrement dit :

| Vx,x' €E (f(x)=f(x") = x=x') |

Les applications f représentées sont injectives :

f

Définition. f est
y = f(x). Autrement dit :

si pour tout y € F, il existe x € E tel que

VyeF 3x€E (_y:f(x))

Une autre formulation : f est surjective si et seulement si f(E) =F.
Les applications f représentées sont surjectives :

f

— f est injective si et seulement si tout élément y de F a au plus un
antécédent (et éventuellement aucun).
— f est surjective si et seulement si tout élément y de F a au moins
un antécédent.
Bijection



Définition. f est si elle est injective et surjective. Cela équivaut
a : pour tout y € F il existe un unique x € E tel que y = f(x). Autrement
dit :

|Vy€F Jix €E (y=f(x))|

Autrement dit, tout élément de F a un unique antécédent par f.

Proposition. Soit E, F des ensembles et f : E — F une application.
1. Lapplication f est bijective si et seulement si il existe une application
g:F > Etelleque fog=idp et gof =idg.
2. Si f est bijective alors Uapplication g est unique et elle aussi est bijec-
tive. Lapplication g s’appelle la de f et est notée

f~L. De plus (f’1)71 =f.
Proposition. Soient f : E — F et g : F — G des applications bijectives.
Lapplication g o f est bijective et sa bijection réciproque est

| (gof)y'=f"og"!

4. Ensembles finis

Définition. Un ensemble E est s’il existe un entier n € N et une bijec-

tionde E vers {1,2,...,n}. Cet entier n est unique et s’appelle le de
E (oule ) et est noté Card E. Le cardinal de 'ensemble
vide est 0.

Quelques propriétés :

— SiAest un ensemble fini et B C A alors B est aussi un ensemble fini
et Card B < CardA.

— Si A,B sont des ensembles finis disjoints (c’est-a-dire AN B = &)
alors Card(AU B) = Card A+ Card B.

— SiAestun ensemble fini et B C A alors Card(A\B) = Card A—Card B.
En particulier si B C A et CardA = Card B alors A= B.

— Enfin pour A, B deux ensembles finis quelconques :

Card(AUB) = CardA + Card B— Card(AN B)

Injection, surjection, bijection
Proposition. Soit E, F deux ensembles finis et f : E — F une application.

1. Si f est injective alors Card E < Card F.

2. Si f est surjective alors Card E = CardF.

3. Si f est bijective alors Card E = CardF.
Proposition. Soit E, F deux ensembles finis et f : E — F une application. Si
Card E = CardF alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i. f est injective,

ii. f est surjective,

iii. f est bijective.
Proposition (Principe des tiroirs). Si U'on range dans k tiroirs, n > k paires

de chaussettes alors il existe (au moins) un tiroir contenant (au moins) deux
paires de chaussettes.

Nombres d’applications
Soient E, F des ensembles finis, non vides. On note Card E = n et CardF =

p.
Proposition. Le nombre d’applications différentes de E dans F est :

Autrement dit cest | (Card F)CrdE |

Proposition. Le nombre d’injections de E dans F est :
px(—1x-x(p—(n-1).

Notation :nl=1x2x3x---xn.Avec 1! =1 et par convention
0'=1.

Proposition. Le nombre de bijections d’un ensemble E de cardinal n dans

lui-méme est :

Coefficients du bindme de Newton
Soit E un ensemble fini de cardinal n.

Proposition. Il y a 2°94E sous-ensembles de E : | Card 2 (E) = 2"

Définition. Le nombre de parties a k éléments d’'un ensemble a n éléments
est noté (}) ou Ck.

Proposition.

— @=1O=n()=1

— G2 =(

M)+ () 4+ () +- () =2n

Proposition.
n n—1 n—1
()=(".)+(23) ©<k<n

Le triangle de Pascal est un algorithme pour calculer ces coefficients (Z)
Chaque élément est obtenu en ajoutant les deux nombres qui lui sont juste
au-dessus et au-dessus a gauche.

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Proposition.

()= ma=m

Formule du bin6me de Newton

Théoreéme. Soient a,b € R (ou C) et n un entier positif alors :

(a+b)" :Zn:(z) a k. pk

k=0

Autrement dit :
(a+b)" :(n) a”-b°+(n) a"*l-b1+---+(n) a"*k-b"+-~~+(n) a-p"
0 1 k n

5. Relation d’équivalence
Une sur un ensemble E, c’est la donnée pour tout couple (x,y) €
E x E de «Vrai » (s’ils sont en relation), ou de « Faux » sinon.

Définition. Soit E un ensemble et Z une relation, c’est une
si:

— Vx€E xZx, ( )
— Vx,y€E, xRy = yZx, ( )
— Vx,y,2€E, xRy et YRz — xRz, ( )

Définition. Soit # une relation d’équivalence sur un ensemble E. Soit
X €E,la de x est

cl(x) = {y eEly%x} |

cl(x) est donc un sous-ensemble de E, on le note aussi x. Si y € cl(x), on
dit que y un de cl(x).
Proposition.
1. dx)=d(y) = xRy.
2. Pour tout x,y €E, cl(x) =cl(y) oucl(x)Ncl(y) =@.
3. Soit C un ensemble de représentants de toutes les classes alors {cl(x) |
x€C } constitue une partition de E.
Une de E est un ensemble {E;} de parties de E tel que E = | J; E;

etEiﬂEJ»:@(sii;éj).

o/
Lensemble Z/nZ

Soit n = 2 un entier fixé. La relation suivante sur 'ensemble E = Z est une
relation d’équivalence :

a=b (modn) <= a—b estun multiple de n |

La classe d’équivalence de a € Z est notée a :
a=cl(a)= {b €Z|b=a (mod n)}.
Comme un tel b s’écrit b = a + kn pour un certain k € Z alors :
E=a+nZ:{a+kn|k€Z}.

Lensemble des classes d’équivalence est 'ensemble

z/nz={0,1,2,...,n—1}

qui contient exactement n éléments.
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