Déterminants

K est un corps commutatif, par exemple K =R ou K = C.

1. Déterminant en dimension 2 et 3

Matrice 2 x 2.

b
det(‘cl Z):ad—bc 9

C’est donc le produit des éléments sur la diagonale principale (en bleu)
moins le produit des éléments sur I'autre diagonale (en orange).
Proposition. Laire du parallélogramme délimité par v; = (‘;) et vy = ( S)
est donnée par la valeur absolue du déterminant :

y

Voici la formule pour le déterminant :
detA = aj1a93a33+0a12a3031+a1301A33—A31d22a13—A32023011— 033021 A12

: Addition de trois produits de trois termes le long de la dia-
gonale descendante (en bleu, a gauche) puis soustraction de trois produits
de trois termes le long de la diagonale montante (en orange, a droite)

a1, a2 433 a;; Az A4y3
dz1 A, Qo3 dp1 Gy Qg3
d3; A3z ds3 dz; Qdzy; Az

Proposition. Le volume du parallélépipéde délimité par trois vecteurs v; =
ary ap a3 , , .

(‘121 ), vy = (ﬂzz ), V3 = (az3 ) est donné par la valeur absolue du détermi-
azy aszy ass

nant de la matrice correspondante : V = ‘ det(A)‘,

V3

2. Définition du déterminant

Théoreme (Existence et d'unicité du déterminant). I existe une unique ap-
plication de M,,(K) dans K, appelée , telle que
(i) le déterminant est linéaire par rapport a chaque vecteur colonne, les
autres étant fixés;
(i) si une matrice A a deux colonnes identiques, alors son déterminant
est nul;;
(iii) le déterminant de la matrice identité I,, vaut 1.

Le déterminant est donc la seule (propriété (i)),
(propriété (ii)) qui prend comme valeur 1 sur la matrice I,,.
Si on note C; la i-éme colonne de A, alors

detA=[C; G, Cu| = det(Cy, G, ..., Cy).

Avec cette notation, la propriété (i) de linéarité par rapport a la co-
lonne j sécrit : pour tout A,u € K, det(Cl,...,ACj +ucCl,...,C) =
Adet(Cl,...,C}-,...,Cn)+udet(C1,...,CJf,...,Cn), soit
Proposition (Opérations élémentaires sur les colonnes).

1. C; « AC; avec A # 0 : A’ est obtenue en multipliant une colonne de A
par un scalaire non nul. Alors detA’ = A detA.

2. G Ci+ACjavec AEK (et j#1) : A est obtenue en ajoutant & une
colonne de A un multiple d’une autre colonne de A. Alors detA’ = detA.

3. C; <= Cj : A est obtenue en échangeant deux colonnes distinctes de

A. Alors | detA’ = —detA| Echanger deux colonnes change le signe du

déterminant.

Corollaire. Si une colonne C; de la matrice A est combinaison linéaire des
autres colonnes, alors detA = 0.

Proposition. Le déterminant d’'une matrice triangulaire supérieure (ou infé-
rieure, ou diagonale) est égal au produit des termes diagonaux.

3. Propriétés du déterminant

Déterminant d’un produit

Théoréme.

det(AB) = detA- detB

Déterminant des matrices inversibles

Corollaire. Une matrice carrée A est inversible si et seulement si son détermi-
nant est non nul. De plus si A est inversible, alors :

det (Aﬁl) = EA

Déterminant de la transposée

Corollaire.

det (AT) =detA

Conséquence. Par transposition, tout ce que l'on a dit des déterminants
a propos des colonnes est vrai pour les lignes : le déterminant est multi-
linéaire par rapport aux lignes; si une matrice a deux lignes égales, son
déterminant est nul; on ne modifie pas un déterminant en ajoutant a une
ligne une combinaison linéaire des autres lignes, etc.

4. Calculs de déterminants

Cofacteur
Soit A= (al-]-) € M,(K) une matrice carrée.
— On note A;; la matrice extraite, obtenue en effacant la ligne i et la
colonne j de A.
— Le nombre detA;; est un
— Le nombre C;j = (—1)™*/ detA;; est le
efficient a;;.

de la matrice A.
de A relatif au co-

ay; ot drj-1 @5 A4t Qi
ai—11 0 Gi-1j-1 @i, Gi-1,j+1 00 di-1n
A= a1 ajj—1 - Aijy1 7 Qin
ait1,1 7 Qig1,j-1 Gk, Git1,j+1 00 digln
Ap1 0 Apj-1 | @pj Anj+1 0 dan
al,l e al,j_l al’j+1 . al’n
A= | %L e G- dieljer - dieln
;=
Tl @ir1 e @11 G -ee Givln
lln,l e an,j_l an’j+1 e an,n
Pour déterminer si C;; = +detA;; ou C;; = —detA;;, on peut se souvenir

que l'on associe des signes en suivant le schéma d’un échiquier :



Théoréme (Développement suivant une ligne ou une colonne). Formule de
développement par rapport a la ligne i :
n n
detA= Z(—l)iﬂaij detAij = Z aijCl-j
j=1 j=1
Formule de développement par rapport a la colonne j :
n n
detA= Z(—l)i”ai]— detA;; = Z a;; Gj;
i=1 i=1
On commence souvent par faire apparaitre un maximum de zéros par des
opérations élémentaires sur les lignes et/ou les colonnes qui ne modifient
pas le déterminant, avant de développer le déterminant suivant la ligne ou
la colonne qui a le plus de zéros.
Inverse d’une matrice
Soit A € M,,(K) une matrice carrée. La matrice C des cofacteurs, appelée
, et notée Com(A) :

Cii Ci2 -+ Cip
Coyp Gy o+ Cyp
Cn1 Cn2 e Cnn
Théoréme. Soient A une matrice inversible, et C sa comatrice. On a alors
-1 _ 1 T
detA

5. Applications des déterminants

Méthode de Cramer
Considérons le systéme d’équations linéaires a n équations et n inconnues
suivant :

appxy +apxy+tagx, = by
Ap1X1 +AgoXg+ -+ ayX, = by
Ay X1+ ApaXo + -+ ayx, = b,

Ce systéme s’écrit sous forme matricielle AX = B ol
ain 12 0 Qi X1 by
g1 dg2 Ao X2 by
A= . . . eM,(K), X= . B=

An1 An2 e Ann Xn bn

Définissons la matrice A; € M,,(K) obtenue en remplacant la j-éme colonne
de A par le second membre B :

ap ... aj1 b oayjpy ..o an,

Ay ... Ggj1 by agjy ... ag,
Aj=

dn1 - A, j—1 b, Anj+1 - Ann

Théoréme (Régle de Cramer). Soit AX = B un systéme de n équations a n
inconnues. Supposons que detA # 0. Alors l'unique solution (x1,X,...,Xy,)
du systéme est donnée par :

detA; detA, detA,
= Xy = . Xy = .
detA detA detA

X1

Déterminant et base

Théoreme. Une famille de n vecteurs de R"

al a2 Ain
s 5] Qon
an (2%} ann

forme une base si et seulement si det (a;;) # O.

Calcul du rang d’'une matrice

Soit A= (a;;) € M,, ,(K) une matrice a n lignes et p colonnes a coefficients
dans K. Le de A est la dimension de I'espace vectoriel engendré par
les vecteurs colonnes. C’est donc le nombre maximum de vecteurs colonnes
linéairement indépendants.

Soit k un entier inférieur a n et a p. On appelle le déter-
minant d’une matrice carrée de taille k obtenue a partir de A en supprimant
n—k lignes et p — k colonnes.

Théoréme. Le rang d’'une matrice A € M, ,(K) est le plus grand entier r tel
qu'il existe un mineur d’'ordre r extrait de A non nul.

Proposition. Le rang de A est égal au rang de sa transposée AT .
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